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Résumé

On souhaite définir la notion de symétrie entre attributs dans une famille d’ensembles.
Une premieére réponse a été proposée par R. Medina et L. Nourine & travers la notion de
clones. Deux attributs sont clones s’ils sont interchangeables dans les ensembles de la famille.
Ici, on s’intéresse au degré de symétrie entre deux attributs : la similitude. Cette mesure est
représentée dans une matrice indiquant pour tout couple d’attributs, la "distance” qui les
sépare. Différents algorithmes de calcul de cette similitude sont proposés, et, sous certaines
conditions, 'un d’entre eux est optimal. Enfin, nous montrons le lien qui existe entre attributs
clones et sommets jumeaux d’un graphe.

Abstract

In this master thesis, we deal with attributes having a symetrical behaviour in family of
sets. A first answer has been given by R. Medina and L. Nourine through the clone notion.
Two attributes are said to be clones if they can be swapped in any set of the family. We
present a symetry measure for attributes : the similarity. This measure is represented by a
matrix which expresses the distance between two attributes. We propose different algorithms
to compute this similarity measure. We show that one of these algorithms is optimal under
some hypothesis we develop. Finaly we discuss the link between twins vertices of a graph
and clone attributes.
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Notation utilisée

x Par convention pour ce mémoire, on utilise les notations suivantes :

- a : un élément de J
- M : un ensemble défini sur J et un élément de M
- F : une collection d’ensembles

X | M| représente le nombre d’éléments dans M
X |[M]] la taille de M, c’est-a-dire ) c 1 |[M].

X My, la restriction de M aux éléments contenant a.
X Mg, la restriction de M aux éléments ne contenant pas a.

X MaBZMamMg
X Mab:Mame

x M?, la restriction de M aux éléments de taille .
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1 Introduction

De nombreuses applications se modélisent ou admettent en entrée des familles d’en-
sembles. Ces familles sont parfois appelées hypergraphes (par exemple en bases de données,
en réseaux, ...), collections d’itemsets (par exemple en datamining), relations binaires (par
exemple en théorie des treillis), etc.

De méme, de nombreuses applications construisent ou génerent des familles d’ensembles
(par exemple les clés ou les dépendances fonctionnelles en bases de données, les fermés en
théorie des treillis, ...).

La taille de ces familles d’ensembles constitue souvent un obstacle a la mise en ceuvre
pratique de ces applications ou au stockage de ces mémes familles. L’idée est donc d’identifier
les attributs ayant un comportement symétrique dans ces familles afin d’éliminer une forme
de redondance et donc d’en réduire la taille. Les sommets jumeaux d’un graphe représentent
un exemple connu de comportement symétrique.

R. Medina et L. Nourine, dans [MN], ont exhibé un comportement symétrique des at-
tributs d’une famille & travers la notion de clones. Deux attributs a et b seront dits clones
s’ils sont interchangeables dans les ensembles de la famille. Dans [MN], un algorithme de
détection des classes de clones est proposé. Sa complexité est de O(]J|? x || M]]).

Dans ce mémoire, on définit une mesure de la symétrie entre deux attributs : la simi-
litude. De facon duale, on définit la distance séparant deux attributs (donc exprimant la
dissymétrie). Notre objectif est de proposer une algorithmique efficace pour calculer cette
similitude entre tout couple d’attributs d’une famille donnée.

Ce mémoire s’organise en quatre parties. Dans un premier temps, on rappellera les défini-
tions nécessaires, pour ensuite formaliser le probleme traité. Puis on présentera une modélisa-
tion de ce probléeme par un graphe, sur laquelle on s’appuie pour proposer plusieurs stratégies
de résolution. Enfin, on fera le lien entre deux types d’ensembles ayant un comportement
symétrique, les sommets jumeaux d’un graphe et les classes de clones d’une famille.
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2 Positionnement du probleme

2.1 Définitions

Intuitivement a et b sont clones s’ils sont interchangeables dans tout ensemble de la
famille. Ainsi, on note ¢, la correspondance de 27 dans 27, qui associe & chaque sous-
ensemble F' de J son image en échangeant a et b.

(F\{a})U{b} sibgFetaecF
vap(F)=4¢ (F\{b})U{a} siagFetbeF
F sinon

Remarque : - 9ap(F) = ¢pa(F)
- Pap(ppa(F)) = F

Définition 1
Soit F une famille d’ensembles définie sur J. Les attributs a et b sont clones, noté
a = b, si et seulement si pour tout F' de F, ¢, (F') appartient a F.

Dans [MN], le probléme suivant est alors défini :

Probléme 1 : Détection des classes de clones
Entrée : F une famille d’ensembles
Sortie : C1, ..., C les classes de clones de F

2.2 Distance et similitude d’attributs

Pour deux attributs a et b, on peut définir deux mesures de leur comportement symé-
trique dans la famille : la similitude et la distance.

La similitude exprime une mesure du comportement symétrique entre deux attributs.
Plus cette valeur est grande plus ils sont symétriques.

La distance exprime un comportement dissymétrique. Plus cette valeur est grande et
moins les attributs ont un comportement symétrique.

La fonction similitude s, est définie comme suit :

J? = N
smla,b) — ‘{M eEM|IM e Mtq M :Qoa,b(M)}‘
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Cette notion de similitude pour le couple (a,b) permet de représenter le nombre d’en-
sembles de M ayant une image par g p.

Le probléme qui lui est associé est le suivant :

Probléme 2 : Similitude
Entrée : une collection M sur J

Sortie : la matrice sy = J x J d’entiers
Relation : soient a,b € J%, sy(a,b) = [{M e M | IM' € M tq M' = p,4(M)}|

On définit également la fonction distance d :

J:2 5 N
dp(a,b) — |{MeM | pap(M) ¢ M}

Cette notion de distance entre a et b représente le nombre d’éléments de M qui n’ont
pas d’image par ¢ ;.

Plus formellement, le probléme consistant & calculer les distances est le suivant :

Probléme 3 : Distance

Entrée : une collection M sur J

Sortie : la matrice dyy = J x J d’entiers

Relation : soient a,b € J%, da(a,b) = |[{M € M | pa5(M) & M}|

On peut trivialement remarquer qu’on a la propriété suivante :

Propriété 1
|M| = d./\/l(aa b) + SM(aa b)

Donc le probleme de la distance et de la similitude sont équivalents. Dans cette étude
on s’attachera a résoudre le probleme Distance. Toute solution pour ce probléme permet de
résoudre le probleme Similitude avec la méme complexité.

Les daq(a,b) sont stockés dans une matrice appelée matrice des distances.

2.3 Discussion sur la complexité du probleme Distance

L’objectif étant de calculer cette matrice, on s’interroge, dans un premier temps, sur la
maniere de l'initialiser et de la mettre & jour.
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Comme la notion de distance dpq(a,b) est symétrique, la matrice des distances est aussi
symétrique. On choisit alors de la représenter par une matrice triangulaire telle que :

{ dap(a,a) =0
dap(a,b) = da (b, a)

a b ¢ d
a0
b 0
¢ 0
d 0

F1G. 1 — Matrice des distances

Décomposons M par M ; & Mg, & My, & M_7, avec 1
- M; : les éléments M de M tels quea € M et b¢ M
- Mgy : les éléments M de M telsque a & M et be M
- Mgy : les éléments M de M telsquea € M et be M
- M_; : les éléments M de M tels quea ¢ M et b¢ M

Discutons maintenant sur les différentes fagons d’initialiser et de mettre & jour la ma-
trice des distances. On suppose que 'on ne peut mettre & jour que par incrémentation et
décrémentation de une unité a la fois. Il est clair qu’il y a deux manieres de procéder :

— soit on initialise chaque case de la matrice a 0 et on incrémente de 1 a chaque fois que

l'on trouve un M € M tel que ¢, (M) ¢ M,
— soit on initialise la distance entre a et b avec la valeur maximum, puis on décrémente de
1 la distance da4(a, b) chaque fois que 'on trouve M et M' € M tels que M = @, (M’).

Quelle est la valeur maximum qui peut étre prise par daq(a,b) ? Il est évident que c’est
|IM 3| + [ Map|. En effet, pour chaque élément M € My, UM on a M = ¢,,(M), et
ainsi M ne peut pas accroitre la distance entre a et b. Cette valeur maximum représente le
nombre maximum d’opérations élémentaires (incrémentation ou décrémentation) nécessaires
pour calculer la matrice des distances dans le pire de cas. Peu importe la stratégie retenue,
le nombre d’opérations élémentaires est le méme dans le pire des cas.

Si on s’intéresse a la complexité en temps pour les mises & jour, on considere que les
opérations élémentaires sont exécutées en O(1). Ainsi la complexité globale est :

O dm(a,0) =00 > Myl + [Masl)
acJ beJ acJ beJ

Prenons M € M. Pour qu’il soit pris en compte dans daq(a,b), il faut que a € M et
b¢ M (donc b € J\ M). Ainsi, dans le pire des cas, M interviendra dans |M| x |J \ M]|

Yici W correspond & I'union disjointe
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distances. On obtient donc :

O Y dula,b) =0y [M|x(|J]—|M])

acJ beJ MeM

Ce qu’on peut réécrire comme :

(D [MIx (17 = M) =0(( Y [MIx[J]) = (Y |M]|x|M])

MeM MeMm MeMm

Puisque |M| < |J] on a donc |M| x |M| qui est inférieur ou égal & |M| x |J|. On obtient
alors la complexité dans le pire des cas :

O( Y M| x|J)=0(J] x ||Mm]))

MeM

Donc peu importe la stratégie que ’on retient, la complexité en temps ne peut pas étre
inférieure & O(|J| x ||M]|) (avec 'hypothese des opérations élémentaires d’incrémentation
ou de décrémentation par 1). Dans la suite de ce mémoire, on privilégie 'approche par dé-
crémentation (donc celle qui initialise la matrice avec les valeurs maximum).

Initialisation de la matrice

On initialise chaque distance daq(a,b) avec la valeur maximum possible, c’est-a-dire
|M 3|+ | Map|. Initialement, les distances sont égales a 0. Ceci peut étre fait en O(|J| x [.J|).

Ensuite, pour chaque M € M on incrémente par 1 les distances daq(a,b), avec a € M et
b ¢ M. Comme on l'a vu précédemment ceci s’exécute en O(|J| x [|[M]]).

Algorithme 1: InitDistance (M)
Données : Une collection d’ensembles M définie sur J
Résultat : La matrice des distances telle que Va,b € J? : da(a,b) = Mz + |Ma)|
début
pour chaque a € J faire
pour chaque b€ J faire
| dam(a,b) =0

pour chaque M € M faire
pour chaque a € M faire
L pour chaque b ¢ M faire

L dM(a,b) + +

retourner d

fin
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3 Modélisation par un graphe

L’idée est de modéliser le probleme a ’aide d'un graphe contenant les ensembles de la
famille comme sommets. Les arcs représentent la relation "est une image de” entre deux
ensembles. Les arcs sont étiquetés par les attributs qui s’échangent entre les deux sommets.

3.1 Définition d’un p-graphe
Plus formellement :

Définition 2
Soient G = (V, E, o) un graphe étiqueté et M une collection d’ensembles sur J. On
dit que G est le p-graphe de M si et seulement si :
V=M
-VYe= (M,M') € EonaM =p,,(M)
-VYe=(M,M'") e E,o(e)=(M\M M\ M)=(a,b)

On énonce le probléme suivant :

Probléme 4 : p-graphe
Entrée : une collection M sur J
Sortie : un graphe G étiqueté correspondant au @-graphe de M

Propriété 2
Soit M une collection d’ensembles sur J. Le probléme Distance se "réduit” dans le
probléme @-graphe.

Preuve de la Propriété 2

Distance p-graphe

J
M\_?/G

Soit, I, une collection M sur J, une instance du probléme Distance. Soit I' une instance
du probleme @p-graphe obtenue par la fonction identité & partir de I.
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Soit G le graphe étiqueté obtenu par la résolution du probléme -graphe sur I'. On
peut construire la matrice daq, solution du probleme Distance, a partir de G. En
effet, la présence de 'arc e = (M, M') d’étiquette o(e) = (a,b) dans le graphe signifie
que Pon a la relation M’ = ¢,,(M), autrement dit que M’ est I'image de M par
Pqp et inversement puisque ¢ est une application symétrique. Dans ce cas, on doit
décrémenter 1'élément daq(a,b) dans la matrice des distances. On va donc parcourir
chacun des arcs, et ainsi, passer de G a d 4 se fait en la taille de E/, donc en temps linéaire.

Donc le probleme Distance peut se réduire dans le probleme p-graphe.
O

Remarque : le nombre de mises a jour a effectuer dans la matrice correspond exactement au
nombre d’arcs dans le graphe.

3.2 Propriétés d’un p-graphe

La propriété suivante se déduit directement de la fonction .

Propriété 3
Soient G = (M, E, o) un p-graphe, et e = (M, M') un arc de G tel que o(e) = (a,b).
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1/ M’ = pap(M)
2/ M = gy 0(M')
3/ |M|=|M'| et M\ M' ={a} et M'\ M = {b}
4/ M\ {a} = M'\ {b}

D’apres la Propriété 3, on note qu’'un élément M et son image M' sont de méme taille.
11 parait donc évident d’effectuer la recherche de cette image de M, avec t = | M|, aux seuls
éléments de taille . C’est pourquoi on définit M? la restriction de M aux éléments de taille t.

Définition 3
On note Gy = (M, Ey, o) la restriction de G & un sous-graphe composé des sommets
de M de taille t et dont les arétes coincident avec les arétes de E.

Propriété 4
Soit G = (M, E, o). L’ensemble des sous-graphes G1, G, ..., G| ;| réalise une partition
disjointe du graphe G.

Preuve de la Propriété J
o Montrons que les ensembles V1, V3, ..., V)5 réalisent une partition de V.
Comme V =M, V; = M!, .., Vi = M1 M? représente la restriction de la collection
M aux éléments de taille ¢, il est donc clair qu'un élément ne peut pas appartenir a
deux ensembles M" différents. De plus, M = J; M:.
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o Montrons que les ensembles Ey, Fs, ..., B réalisent une partition de E.
Les arcs de E représentent la relation ¢,; qui existe entre deux ensembles et ne
peut donc ainsi relier que des éléments de méme taille (c¢f. Propriété 3), c’est-a-dire
appartenant & un méme ensemble M¢.

o Qu’en est-il pour g; 7
Il est évident que oy n’est autre qu’'une restriction des étiquettes des arcs de Ej.

M réalise une partition de V et E; réalise une partition de E donc G; = (Mt, E;, 04)

réalise une partition de G = (M, E, o).
O

Corollaire 1
Toute composante connexe du graphe G = (M, V, o) est constitué d’ensembles de
méme cardinalité.

Preuve de la Propriété 1
La preuve est immédiate d’apres la Propriété 4 (les partitions sont disjointes).

Propriété 5
Soit G = (M, E,0) un ¢-graphe. Soient e = (M, M') et ¢’ = (M, M") deux arcs de
E avec o(e) = (1,7) et o(e') = (k,1), alors :
1/ sii =k alors (M', M") appartient & E avec pour étiquette o(M', M") = (j,1)
2/ sij =1 alors (M',M") appartient & E avec pour étiquette o(M', M") = (k, 1)

Autrement dit, lorsque les arcs (M, M') et (M, M") sont présents dans le graphe et
coincident sur leur premiere étiquette ou sur la seconde, alors on a obligatoirement ’arc
(M', M"). Si la premiere étiquette est commune, o(M’, M") est définie par les secondes éti-
quettes des deux arcs (M, M') et (M, M"). Si c’est la seconde étiquette qui est commune
alors o(M', M") est définie par les premieres étiquettes de ces deux arcs.

Preuve de la Propriété
On peut représenter les deux arcs de F de la fagon suivante :

M’
Gid
1)

M”
FiG. 2 — Complémentarité du ¢-graphe
Onalesarcs: -e=(M,M') avec o(e) = (i,

= (i,J)
-e=(M',M") avec o(e)

(k1)



3 Modélisation par un graphe 15

Ainsi : M\M =i et M\M"=k
M\M=j e M'\M=I

ecasl/:i=k
On est dans la configuration ot M’ est 'image de M par ¢;; et M" est I'image de M
par ¢y ainsi que 'image de M’ par ¢; ;.

Si on appelle X la partie commune & M, M’ et M", on peut alors écrire :

“M=XU{i}
- M= X U{j)
S M" =X U{l}

Ainsi on retrouve facilement : M’ \ M" = j et M" \ M’ = [. Autrement dit M" est
I'image de M’ par ¢;; et donc I'arc €’ = (M’', M") d’étiquette o(e”) = (j,1) appartient
a k.

ecas2/:j=I
On a M’ I'image de M par ¢; j et M" I'image de M par ¢y ainsi que I'image de M’ par
¢k,;- Comme j = [, un seul élément de M’ et M" differe d’avec M.

On sait que : - M\ M' =4

S M\ M" =k
Deplus:- M'\ M =
SM\M=1=j

Donc on en déduit que : 1 € M" et k € M.

Ainsi : - M"\ M' =
_M'\ M" =F.

Donc M" est 'image de M’ par ¢ ; donc 'arc (M', M") d’étiquette o(M', M") = (k, 1)

appartient a F.
O

Ezemple :

cef

Fi1c. 3 — Exemple de ¢-graphe
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On retrouve bien les propriétés énoncées prédédemment :

e1/:

bef bef
)
aef
=> cef
©2/:
bdf bdf
bef (ed bef (ed
(g, () 2
def => def

FiG. 4 - Complémentarité du ¢-graphe

On sait que si deux arcs (M, M') et (M, M") sont présents avec i = k alors, d’apres la
Propriété 5, Parc (M', M") est présent aussi. M, M’ et M" forment donc une clique dans G.
On va donc maintenant s’intéresser a cette notion.

Définition 4
Soit G = (M, E,o) un p-graphe. Soit C = {51, ..., S,} une collection de sommets
connexes dans G.
On dit que C forme une g-clique si et seulement si |[S1N...NSy| > |S1| —1 et ASp+1
tel que |S1N...NS, NSpy1]| = |51 - 1.

Ezemple :

bdfh

cefth bdgi

FiG. 5 — Exemple de ¢-graphe

Le sous-graphe composé des éléments {aefh,befh,cefh,defh} représente une ¢-clique. Il en
est de méme pour le sous-graphe {bdfh,bdgh}.
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Sur ce graphe on trouve 6 ¢-cliques :
1 - {aefh,befh,ceth,deth} = | | s;| = |efh| >t -1
2 - {befh,bdfh} = | (V" s;| = |bfh| > ¢ — 1
3 - {defth,bdfh} = |, s =|dfh| >t -1
4 - {bdfh,bdgh} = |, s;| = |bdh| >t — 1
5 - {bdgh,bdgi} = |;_; si| = [bdg| >t — 1
6 - {gikl} = |, 8| = |gikl] > ¢ —1

Une ¢-clique C = {5y, ..., Sy} est alors définie par un couple C = (inter,union) tel que :
C.inter = S1N..NS,
C.union = (S;U...US,) \ C.inter

Il est & noter que, par définition, une @-clique est maximale.

C.inter représente la partie commune aux éléments de la clique et C.union les objets qui
different. Les éléments de C sont donc de la forme C.interU{a} avec a € C.union. On en
déduit que la taille de 'ensemble C.union représente la taille de la (-clique.

FExemple :

Prenons la p-clique (efh, abed) du graphe précédent :

befh

a0 = defh
< C«ﬁé
cefh
C.inter = efh et C.union = abcd

Fi1Gc. 6 — Exemple de ¢-clique

Remarque : VM € p-clique, Y(a,b) € C.union? alors ¢, (M) € p-clique.

Soit C' un ensemble vérifiant la Définition 4. D’apres la Propriété 3, pour tout couple
(M,M'") de C, Paréte e = (M, M) d’étiquette o(e) = (M \ M', M’ \ M) appartient & E.
Donc I'ensemble C, appelé ¢-clique, forme bien une clique dans le @-graphe.

Propriété 6
Deux @-cliques différentes ne peuvent pas avoir la méme intersection.




3 Modélisation par un graphe 18

Preuve de la Propriété 6
Supposons qu’il existe deux @-cliques C7 et Cy telles que : Ci.inter = Co.inter et
Cy # Cy. C1 # Co implique qu'il existe un M = Co.inter U {a} appartenant & Co tel
que a € Cy.union et a ¢ Cy.union. Comme C;.inter = Cy.inter alors M pourrait étre
rajouté & C ce qui contredit la notion de maximalité d’une -clique. Donc C n’est pas

une @-clique.
O

Propriété 7
Soit G = (M, E,o0) un @-graphe. Alors il existe un recouvrement R = {C,...,Cy}
en p-cliques de G tel que tout sommet M de G appartient a au plus | M| @-cliques et
tel que R réalise une partition des arétes de G.

Preuve de la Propriété 7
o On considere un élément M du -graphe G. Chacune des ¢-cliques auxquelles M
peut appartenir a pour C.inter M \ {z}. Comme |M| = t, il est clair qu’il y a ¢ fagons
de choisir cet objet x. Donc tout sommet de G appartient a au plus ¢ p-cliques. Pour le
cas des sommets isolés, on note que chaque sommet appartient & au moins une @-clique
composée de lui-méme.

o Soit un arc (M,M’') appartenant & une ¢-clique C; et & une ¢-clique Cs.
Si (M,M') € C; alors Cy.inter = M N M’'. De méme, si (M,M') € Cy alors
Co.inter = M N M'. Or d’apres le Lemme 6, deux @-cliques ne peuvent pas avoir la
méme intersection, donc 1'arc (M, M') n’existe pas. Ainsi une aréte ne peut appartenir
qu’a au plus une @-clique et donc C réalise une partition des arétes de G.

o Soient M et M' deux sommets du @-graphe G, et e = (M, M') Paréte qui les relie
d’étiquette o(e) = (z,y). Alors MNM' = M\ {z} = M'\ {y} donc il existe une p-clique
contenant M et M’ et contenant ainsi cette aréte. Donc une aréte appartient & au moins
une @-clique.

Comme chaque sommet appartient & au moins une @-clique, ainsi que chaque aréte, R

réalise donc un recouvrement en p-cliques de G.
O
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Ezemple :

bdgi

Fic. 7 — Exemple de recouvrement par des ¢-cliques

On obtient un recouvrement de ce ¢-

avec {

graphe par 6 ¢-cliques : R = {C4, Co,C3,Cy,C5,Cs }.

Propriété 8
Soit G = (M, E,o) un p-grap
représentation de G.

( C1 = (efh,abed)
02 — (bfh,ed)
— (dfh, eb)
04 — (bdh, fg)
= (bdg, hi)
= (gikl, D)

he. Un recouvrement R en p-cliques de G est une

Preuve de la Propriété 8
Si on calcule un recouvrement R
ensemble de ¢-cliques. Telles qu’ell

en @-cliques d’un graphe G, on obtiendra alors un
es sont définies, on dispose des informations C.inter

et C.union. Puisque C.inter représente la partie commune aux éléments de la p-clique et
C.union les objets qui different, on peut facilement construire le graphe G en recomposant

chaque sommet de la maniére suivante

: Vz € C.union : z U C.inter. Ensuite il reste &

ajouter les arcs entre tous les sommets d’une méme ¢-clique.

Donc G se déduit facilement de R.

O

On propose maintenant un algorithme qui construit ’ensemble des sommets du ¢-graphe
(c’est-a-dire la famille M) & partir de 'ensemble des p-cliques recouvrant le p-graphe.
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Algorithme 2: CalculFamille(C)
Données : Une collection d’ensembles C correspondant aux ¢-cliques
Résultat : Une collection M sur J correspondant aux sommets du ¢-graphe
début

M0

1 pour chaque C = (inter,union) € C faire

L pour chaque a € union faire

| M <+ MU (C.inter U{a})

retourner M

fin

A partir de cet algorithme, un ensemble M, correspondant & un sommet du p-graphe,
peut étre retrouvé | M| fois, c’est-a-dire le nombre d’arétes sortantes. On doit faire cette opé-
ration pour tout M, donc pour la somme de toute aréte sortante pour chacun des sommets,
ce qui correspond dans la matrice & Y7 ;> ;da(a,b). On arrive & une complexité en
O(|J| x [IM]]), avec O(]J| x [|M]]) < O(|J|? x |[M]). L’opération d’union (ligne 8) a une
complexité de O(|.J|).

Donc dans le pire des cas, cet algorithme a une complexité en temps en O(|J|> x |[M]).

On propose maintenant un algorithme permettant de récupérer ’ensemble des arétes du
graphe et leurs étiquettes a partir de I’ensemble des ¢-cliques recouvrant le ¢-graphe.

Algorithme 3: CalculArétes(C)
Données : Une collection d’ensembles C correspondant aux ¢-cliques

Résultat : Un couple (F, o) correspondant aux arétes du p-graphe et a leur étiquette
début

E«+ 0
o<+ 0
1 pour chaque C = (inter,union) € C faire
2 pour chaque (a,b) € union faire
e = ((C.inter U {a}), (C.inter U {b}))
3 E+—FE+e
o(e) = (a,b)
retourner (F,o)

fin

Le cout des boucles (lignes 1 et 2) est égal au nombre d’arétes, c’est-a-dire en O(|J| x
||M]]). L’opération de la ligne 3 s’exécute en O(|J|). Donc la complexité totale de cet algo-
rithme est de O(|J|? x |[|[M]]).

Remarque : si seule la liste o des étiquettes nous intéresse alors on a O(|J| x || M||), sachant
que cette liste est suffisante pour mettre a jour la matrice des distances.



4 Stratégies de résolution 21

4 Stratégies de résolution

4.1 Algorithme général de résolution du probleme Distance

On propose ici un algorithme de résolution du probleme Distance. On utilise I'algorithme
présenté précédemment InitDistance.

Algorithme 4: Distance (M)

Données : Une collection d’ensembles M définie sur J
Résultat : La matrice dpy = J x J des distances mise & jour
début

1 daq = InitDistance(M)

2 G = CalculGraphe(M)

3 pour chaque o(e) = (a,b) € G faire

L dm (a7 b) T

fin

Principe : & partir de la collection M, on souhaite calculer le p-graphe correspondant.

On peut remarquer qu’a la ligne 8 de 'algorithme, seules les étiquettes du graphe sont
parcourues. Donc la fonction CalculGraphe pourrait se contenter de retourner uniquement
la liste des étiquettes.

On rappelle que la complexité de la fonction InitMatrice (ligne 1) est en O(|J| x ||M]]).
La boucle (ligne 3) s’exécute en O(|J|x ||M]]). Reste & connaitre la complexité de la fonction
CalculGraphe (ligne 1).

4.2 Type de données abstrait

On utilisera un T.D.A. (Type de Données Abstraits) Map similaire & 'objet Map du lan-
gage Java. Cette structure associe une clé a chaque valeur. Ici les clés sont les ensembles de
la collection. Les valeurs associées aux clés dépendent de ’algorithme.

Ce T.D.A. doit disposer des opérations suivantes :
- new() : crée un objet Map et retourne un objet vide.
- get (e) : retourne la valeur associée a la clé e si elle existe et Nil sinon.
- put (e,value) : insere '’ensemble e dans le Map et lui associe value.

La complexité en temps de ces opérations dépend de la structure de données utilisée pour
implémenter le T.D.A. Map. On propose une implémentation qui prend en compte le type des
clés, c’est-a-dire des ensembles. L’arbre lexicographique permet de représenter les ensembles
par les branches.

La structure de données arbre lexicographique permet de proposer des algorithmes pour
les opérations d’insertion et de recherche admettant une complexité indépendante de la taille
de la collection.
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Arbre lexicographique
Définition 5
Soit F une collection de sous-ensembles de X sur un ensemble J muni d’un ordre <.
On associe & F un unique arbre T (F) lexicographique, tel que :
1/ chaque aréte de arbre est étiquetée par un élément de J,
2/ a chaque nceud notifié de Parbre correspond un ensemble de F,
3/ a chaque ensemble de F correspond un chemin unique dans I'arbre tel que cet
ensemble corresponde & I'union des étiquettes de ce chemin,
4/ lordre des arétes d’un chemin coincide avec 'ordre < j,
5/ Pordre des arétes sortantes d’un nceud coincide avec Pordre <.

Ezemple : Soit J= {a,b,c,d,e} et F = {abc, bede, ad, cde, cd, e}

bcde

F1G. 8 — Arbre lexicographique

Les nceuds encadrés correspondent aux éléments de F.

Un booléen peut étre associé a chaque nceud de ’arbre pour indiquer si le noeud est noti-
fié (c’est-a-dire correspond a un ensemble de la collection) ou non. Le type de champ utilisé
pour stocker la valeur associée n’est pas précisé et dépend de l'algorithme utilisé. Seuls les
nceuds marqués auront ce champ non nul.

Remarque : le nombre maximum de nceuds de arbre T'(F) est donné par ||F||.

Remarque : une telle structure ne permet pas de stocker les mots du dictionnaire puisque
ceux-ci peuvent contenir des occurences multiples de lettres et ne respectent pas 'ordre < ;.

Il y a deux fagons d’implémenter la liste des fils d’un neeud de arbre lexicographique :
- avec une structure Liste : chaque élément de la liste correspond a une aréte de I’arbre
et contient donc le label de l'aréte et un pointeur vers le fils,
- avec une structure Tableau : le tableau est indicé par les labels possibles et chaque
entrée contient soit Nil soit un pointeur vers le fils.
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La complexité des opérations put et get dépend alors de I'implémentation choisie.

Proposition 1
Si I’arbre lexicographique est implémenté avec une structure Liste :
- Popération put (M,value) a une complexité en temps en O(|J|);
- Popération get (M) a une complexité en temps en O(|.J]).

Les temps d’acces sont diis au fait qu’un élément n’apparait qu’une seule fois dans un
ensemble. Le cout de création d’un noeud est en temps constant.

Proposition 2
Si Parbre lexicographique est implémenté avec une structure Tableau :
- Popération put (M,value) a une complexité en temps en O(|M| x |J|) ;
- Popération get (M) a une complexité en temps en O(|M]).

Les temps d’acces viennent de l'acces direct aux fils pour un attribut donné. La création
d’un neeud de V'arbre cotte O(|J|) puisque 'on doit créer et initialiser des tableaux de taille
| 7]-

4.3 Stratégie par contrdle de sommets

L’approche par contréle de sommets est similaire & celle présentée dans [MN].

On dispose de M et on souhaite obtenir un graphe étiqueté G = (M, E, o). L’idée est de
tester, pour tout sommet M € M, toutes les arétes "sortantes” possibles, et ne garder que

les valides. C’est-a-dire que pour un M donné, on teste pour tout couple (a,b) s'il existe un
M' e M tel que M = @ (M').

F1Gc. 9 — Controle de sommets

Sur cette figure 9, on travaille sur le sommet M. On teste tous les couples possibles, et on
remarque, par exemple, que M" n’est pas une image de M, et on se pose la question pour M’.
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Pour chaque ensemble M de M et pour chaque couple (a,b) de J?, on vérifie si ¢q (M)
appartient & M. Si ¢’est le cas alors on ajoute arc e = (M, M') dans le ¢-graphe avec pour
étiquette o(e) = (a, b). Pour stocker la collection M on utilise le T.D.A. Map.

Algorithme 5: CalculGraphe (M) : méthode de controle de sommets
Données : Une collection d’ensembles M définie sur J
Résultat : Un graphe étiqueté G = (M, F, o) correspondant au p-graphe
début

VM

E+0

// Initialisation de la structure Map

Map 7 = new()

pour chaque M € M faire

| T .put(M, present”)

pour chaque M € M faire
pour chaque couple (a,b) € J? faire
si T.get(wap(M)) # Nil et M # @q(M) alors
e=(M,M")
4 EFE+—FE+e
o(e) = (a,b)

retourner G = (V, E, o)

fin

Proposition 3
L’algorithme par contréle de sommets a une complexité en temps en O(|J|? x || M]])

Preuve
On suppose que 'on utilise 'implémentation de l'arbre lexicographe par la structure
Tableau. Ainsi l'initialisation de cette structure se fait en O(>_,,c 0 [M]| % |J]|) = O(|J] x
||[M]]). La boucle de la ligne 1 exécute | M| itérations tandis que la boucle de la ligne 2
en exécute |J|2. A la ligne 3, le calcul de ¢, (M), comme le test ¢, (M) € M, se fait
en O(|M]). Ainsi la complexité totale est de O(X yrenq |12 X [ M) = O(|J|? x [|[M]]).
(|

Remarque : cette implémentation peut étre optimisée en choisissant a dans M et b dans
J\ M. La complexité dans le pire des cas n’est toutefois pas remise en cause.

Remarque : Varc (M, M') étant parcouru deux fois, il apparaitra deux fois dans la liste des
arétes F. En conséquence, il faudra doubler I'initialisation de la matrice des distances dans
I’algorithme général.
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4.4 Stratégie par contrdle d’arétes

On dispose d’un graphe étiqueté G = (M, E, o). L’idée est de tester, pour tout couple
d’éléments (M, M') de M, si ils sont reliés par une aréte ou non, c’est-a-dire si M’ = ¢, ,(M).
Sur la figure 10, on travaille sur chaque couple possible. On note que M’ est I'image de M,
ce qui n'est pas le cas pour M".

M!!!

F1G. 10 — Contrdle d’arétes

Cette nouvelle stratégie s’appuie alors sur une propriété forte des arcs du ¢-graphe, la
Propriété 3. Pour chaque couple d’éléments (M, M') de M, on vérifie si il existe a et b tels
que M = g p(M'). D’apres la Propriété 3, les items a et b existent si et seulement si M et
M’ sont de méme cardinalité et si ils partagent |M| — 1 éléments. Dans ce cas, on ajoute
larc e = (M, M') dans le p-graphe avec pour étiquette o(e) = (a,b).

Algorithme 6: CalculGraphe (M) : méthode de controle d’arétes
Données : Une collection d’ensembles M définie sur J
Résultat : Un graphe étiqueté G = (M, E, o) correspondant au @-graphe
début

E+ 1

1 pour chaque (M,M’') € M? faire

si M\ M'={a} et M'\ M ={b} et |M|=|M'| alors
E«+ E+ (M,M')

L o(M,M') = (a,b)

retourner G = (M, E, o)

fin

Proposition 4
L’algorithme par contréle d’arétes a une complexité en temps en O(|JM| x || M]]).

Preuve
La boucle de la ligne 1 exécute |M|? itérations. Tous les tests de la ligne 2 peuvent étre
réalisés en O(|M|) si les ensembles M et M’ sont stockés triés selon Pordre < ;. Ainsi, la

complexité globale est de O(|M| x |[|M]]).
O
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4.5 Stratégie par calcul des ¢-cliques

La méthode étudiée ici consiste a construire un recouvrement a partir d’une collection
M sur un ensemble J. En effet, d’apres la Propriété 8, pour une collection M d’ensembles
sur J, le recouvrement en g-cliques de G = (M, E) est une représentation ¢-graphe, donc
revient a calculer ce dernier. L’idée de I'algorithme suivant est donc de faire abstraction du
@-graphe G. On se pose alors la question de savoir a quelle(s) p-clique(s) chaque élément de
l’ensemble M appartient.

D’apres la Propriété 3, on sait que pour tout M d’une p-clique C, avec t = |M|, il existe
un objet z de M, tel que M \ z = C.inter. Lorsqu’un élément est inséré dans le p-graphe,
chaque sous-ensemble de taille ¢ — 1 qui le compose est susceptible d’étre 'inter d’une ¢-
clique. Il est évident que cette p-clique peut étre déja formée ou apparaitre plus tard. On est
donc obligé de créer les ¢ ¢-cliques de taille 1 auxquelles chacun des sommets peut apparte-
nir, si celui-ci ne fait pas déja partie d'une @p-clique existante.

Algorithme 7: CalculGraphe (M) : méthode des ¢-cliques
Données : Une collection d’ensembles M définie sur J
Résultat : Un graphe étiqueté G = (M, E, o) correspondant au @-graphe
début

Map 7 = new()
pour chaque M € M faire
2 pour chaque z € M faire
C =M\ {z}
3 Union = T.get(C)

si Union # Nil alors
Union = Union U {z}
7 .put(C,Union)
sinon

4 i | T.put(C,{z})

5 (E,0) = CalculAretes(C)
retourner G = (M, E, o)

fin

Proposition 5
L’algorithme admet une complexité en temps en O(|J|? x ||[M]|).

Preuve
On suppose que la structure Map est implémentée en utilisant un arbre lexicographique
avec des objets de type List. La boucle de la ligne 1 exécute | M| itérations, tandis que

la boucle de la ligne 2 exécute |M| itérations. L’affectation de la ligne & se fait en O(|.J|).
L’insertion de la ligne 4 se fait également en O(|.J]). Ainsi cette boucle de l'algorithme

s'effectue en O(>" ;e nq IM| x |J|) = O(]J| x ||[M]]).La fonction CalculAretes (ligne &)
a une complexité temporelle de O(|J|? x ||M]]).
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Donc la complexité globale de cet algorithme est O(|J|2 x ||[M]]).

Exposons maintenant un exemple d’exécution de cet algorithme.

4.6 Exemple d’exécution

Pour mieux illustrer cet exemple on représentera le p-graphe, mais celui-ci n’a plus lieu
’
d’étre.

Partons du ¢-graphe suivant :

aefh

defh

cefh

et le recouvrement qui lui est associé :

7 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13
C;.inter | aef | ach | ath | efth | bef | beh | bth | cef | ceh | cth | def | deh | dfh
Ci.union | h f e | abed | h f e h f e h f e

Dans la table ci-avant, ¢ représente le numéro de la @-clique, C;.inter la partie commune
aux éléments de la p-clique C;, et C;.union les éléments qui différent.

Remarquons que les ¢-cliques C, C2, C3 et Cy sont les quatre ¢-cliques auxquelles peut
appartenir I'élément aefh. Cy, C5, Cg et C7 pour I'élément befh; Cy, Cs, Cy et Cyy pour
I’élément cefh; et C4, C11, Cio et Ci3 pour 1'élément defh.

Le y-graphe ci-dessus est la représentation de la ¢-clique Cy puisque C4.inter représente
les objets communs aux éléments aefh, befh, cefh et defh.

Si I'on souhaitait insérer un élément dans le p-graphe, on doit traiter trois cas différents
pour mettre & jour le recouvrement :
- le sommet ajouté n’appartient & aucune ¢-clique existante,
- le sommet vient s’insérer dans une @-clique de taille 1,
- le sommet vient s’insérer dans une ¢-clique de taille supérieure a 1.

e Insertion d’un sommet n’appartenant & aucune ¢-clique existante :

C’est le cas ou le sommet ne contient aucun des C;.inter. On doit alors ajouter quatre
nouvelles p-cliques dans la table précédemment définie.
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On souhaite insérer I'élément M = gikl. Ni gik, ni gil, ni gkl, ni <kl ne définit le C;.inter

d’une @-clique existante.

On crée quatre nouvelles entrées dans le tableau telles que : Vz Cj.inter = M \ {z} et

Ci.union = {z} :

1 14 | 15| 16 | 17
C;i.inter | gik | gil | gkl | ikl
Ci.union | 1 k i g

Et si on le représente par le p-graphe associé, on obtient un sommet isolé :

gikl
[ ]

befh
aef/]\
\Vdem

cefh

e Insertion d’un sommet dans une ¢-clique de taille 1 :

Maintenant on insere 1’élément M = gijk. On doit tester I'appartenance des sous-

ensembles M \ {z} (gij, gik, gjk, ijk) & une p-clique existante. On trouve que gik est
égal & Cy4.inter, donc on doit mettre & jour cette ¢-clique en ajoutant M \ {gik} = j a

Cis.union et on crée les trois autres (-cliques :

i 14 |18 ] 19 | 20
C;.inter | gik | gij | gjk | ijk
Ci.union | Jj k i g

Et sur le p-graphe on ajoute larc (gikl,gijk) :
gijk
gikl

aefh

\Vdem

cefh

g
=]

e Insertion d’un sommet dans une ¢-clique de taille supérieure a 1 :

Enfin on souhaite insérer M = efhl dans ce p-graphe. Encore une fois on teste I'égalité
entre chacun des sous-ensembles M \ {z}, Vz, avec les C;.inter existants.
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efh = C4.inter, donc M appartient a la @p-clique C4, et on doit mettre a jour le C4.union
avec M \ efh=1":

1 4 21 | 22 | 23
Ci.inter | efh | efl | ehl | fhl
Ci.union | abedl | h f e

Sur le p-graphe on doit rajouter toutes les arétes de efhl vers les autres éléments de la
p-clique Cy :

gijk
gikl
befh
aefh \
defh
efhl cefh

4.7 Utilisation de la mémoire

Premierement il est évident que la matrice des distances doit étre stockée en mémoire et
requiert un espace mémoire en O(|J|?).

Concernant la stratégie de contréle de sommets, un arbre lexicographique implémenté
avec des objets de type Tableau est utilisé. Le nombre de nocuds est clairement borné par
||M]| et puisque chaque nceud requiert un tableau de taille |J|, cette stratégie requiert un
espace mémoire en O(|J| x ||M]|).

Pour la stratégie de controle d’arétes, aucun arbre lexicographique n’est utilisé. Toute-

fois la collection M doit étre présente en mémoire, donc cette stratégie requiert un espace
mémoire en O(||M]]).

Enfin, pour la stratégie de calcul des ¢-cliques, I'arbre lexicographique est utilisé avec
des objets de type Liste. Une telle implémentation requiert un espace mémoire en O(||M]]).
Mais M n’est pas la collection stockée dans ’arbre. En effet, pour chaque M € M, on stocke
ses |M| sous-ensembles de taille |[M| — 1. Et puisque |M| est borné par |J| on conclut que
cette stratégie nécessite un espace mémoire en O(|J| x ||M]]).

En conclusion, on peut dire que, peu importe la stratégie utilisée, il faut au moins
O(||M]]) espace mémoire. Mais on peut noter, d’aprés la Propriété 3, que tous les ensembles
de M n’ont pas besoin d’étre présents en mémoire en méme temps. En effet, si M = ¢, 4(M'),
alors M et M’ sont de méme taille. L.’idée est alors de faire une partition de M par rapport
a la taille des ensembles. Ainsi seuls les ensembles de méme taille doivent étre en mémoire
au méme moment. Les calculs réalisés pour ces ensembles sont completement indépendants
des calculs sur les ensembles de taille différente. On remarque que cette partition de M peut
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se faire avec une complexité temporelle en O(||M||), et un unique parcours de la collection.
Ainsi le partitionnement ne change en rien la complexité globale des différentes stratégies.

Une autre remarque est que, puisque les calculs par taille sont complétement indépen-
dants, on peut facilement implémenter une version répartie de ces stratégies. Ceci peut éven-
tuellement accélérer les calculs. On aura alors des sous-graphes du ¢-graphe indépendants
les uns des autres, puisque toute composante connexe ne relie que des sommets correspon-
dant & des ensembles de méme cardinalité. En effet, en partitionnant la collection M par les
ensembles M?, correspondant & la restriction de M aux éléments de taille ¢, on peut esperer
ainsi optimiser les calculs. Pour ce faire, on doit initialiser ¢ matrices de distances, telles que
dYy(a,b) = |MZE| +|ML,|. Les différents algorithmes prennent alors en parametre 'ensemble
M t au lieu de la collection M compléte. Une fois les calculs réalisés on met 3 jour la matrice
d /\t/l Enfin il reste & additionner les ¢ matrices d /\t/l pour obtenir la matrice des distances d .

4.8 Complexité du probleme Distance

On a vu précédemment que le complexité de Palgorithme général (cf. section 4.1) dépen-
dait de la complexité de I'algorithme CalculGraphe, dont on a présenté trois implémentations
possibles.

e Méthode Contréle de sommets :
La complexité en temps de la méthode par contréole de sommets admet une complexité
en O(|J|? x |[M]]). Ce qui donne la méme complexité pour I'algorithme général.

e Méthode Contréle d’arétes :
La complexité temporelle de 'implémentation par controle d’arétes est de O(| M| x || M]]).
Donc l'algorithme général a une complexité en O((|J| + |M]) x [|M]]).

e Méthode Calcul des ¢-cliques :
On rappelle que seule la liste des étiquettes est nécessaire pour mettre a jour la matrice
des distances. On peut donc remplacer la fonction CalculAretes a la ligne § de I'algorithme
Calcul des @-cliques, par une fonction CalculEtiquettes :

Algorithme 8: CalculEtiquettes(C)
Données : Une collection d’ensembles C correspondant aux ¢-cliques
Résultat : Un ensemble F correspondant aux étiquettes des arétes du ¢-graphe
début

E+ 0

pour chaque C = (inter,union) € C faire

L pour chaque (a,b) € union faire

| E<+ E+ (a,b)

retourner (E, E)
fin

La complexité de CalculEtiquettes est en O(|J] x |[|[M]]).
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Donc, si dans l'algorithme général on utilise cette fonction CalculEtiquettes pour re-
tourner les étiquettes, au lieu du graphe G, la complexité totale est alors de O(|J| x || M]]).

Voici un récapitulatif des différentes complexités obtenues pour résoudre le probleme
Distance :

Algorithme Complexité temporelle | Complexité spatiale
Controle de sommets O(J|* x [|IM]]) O(J] x [|M]|)
Controle d’arétes o((|J] + M) x ||IM]]) o(||M]])
Calcul des ¢-cliques O(J| x |IM]]) O(|J] x [|M]])

Fi1G. 11 — Tableau récapitulatif des complexités

On en déduit que 'algorithme le plus efficace en temps est celui par la méthode de calcul
des @-cliques dans tous les cas. Cet algorithme atteint la complexité minimale évoquée a la
section 2.3. Donc, si les mises a jour se font par décrémentation de 1, calcul des @-cliques
est optimal.
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5 Sommets jumeaux

Les sommets jumeaux d’un graphe sont des sommets ayant un comportement symétrique
vis & vis de leur voisinage. Quel est le lien entre jumeaux d’un graphe et attributs clones ?

Rappelons d’abord que a et b sont clones si et seulement si dpq(a,b) =0

5.1 Définitions
Soit G = (V, E) un graphe non orienté.
Définition 6

Le voisinage ou voisinage ouvert d’un sommet s est noté V(s).
Le voisinage clos est noté V[s] = V(s) U {z}.

Définition 7
Deux sommets a et b sont dits jumeaux s’ils ont les mémes voisins. S’ils sont
adjacents on dit que ce sont de vrais jumeaux (caractérisé par V[a] = V[b]);
sinon on dit que ce sont de faux jumeaux (caractérisé par V(a) = V(b)).

On s’intéresse ici plus particulierement & la notion de vrais jumeaux.

On note que cette relation jumeaux est une relation d’équivalence :

x réflezive : pour tout x € V : V[z] = V[z]. Un sommet a les mémes voisins que
lui-méme.

X symétrique : pour tout z,y € V : si V[z] = V[y] alors V]y] = V|[z]. Si y a les mémes
voisins que z, alors z a les mémes voisins que y.

X transitive : pour tout z,y,z € V : si V[z] = V[y] et V[y] = V[z] alors V[z] = V[z].
Si z et y ont les mémes voisins et si y et z ont aussi les mémes voisins, alors = et z ont les
meémes voisins, donc sont jumeaux.

5.2 Lien entre Jumeaux et Clones

On définit le probléme suivant :

Probléme 5 : Recherche de sommets jumeaux
Entrée : un graphe G = (V, F)
Sortie : une partition P des sommets de G en classes de jumeaux
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Ezemple :

P ={(e, ), (b,c),(a),(d)}

Dans [Pau98], est proposé un algorithme de calcul des sommets jumeaux, avec une com-
plexité en temps en O(n + m), ol n est le nombre de sommets, et m est le nombre d’arétes
du graphe G. De méme, dans [dM03], on trouve un algorithme de recherche de jumeaux dans
un graphe, avec une complexité temporelle en O(n + m).

On rappelle le probleme de recherche des clones :

Probléme 1 : Détection des classes de clones
Entrée : F une famille d’ensembles
Sortie : C1, ..., C}, les classes de clones de F

Proposition 6
Le probleme Recherche de sommets jumeaux et le probleme Calcul des classes de
clones sont équivalents.

La preuve est donnée par les deux transformations suivantes :

5.2.1 Transformation #1

Jumeaux Clones

classes de jumeaux classes de clones

\i/

Lemme 1
Soit un graphe G = (V, E). a,b jumeaux dans G <= a,b clones dans E.
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Preuve du Lemme 1
a et b sont jumeaux dans G = (V, E).
< V]a] = V[b]
<V €Via] : (a,z) € Eet (bx)€e E
& V(z,y) € Eonaggp({z,y}) € FE
< a et b sont donc clones dans E.

Corollaire 2
Dans les familles d’ensembles a 2 éléments, les attributs clones peuvent étre détectés
en temps linéaire.

Preuve du Corollaire 2
11 suffit de construire le graphe G = (V, F) et d’appliquer I'algorithme de [Pau98].

O
Corollaire 3
a,b faux jumeaux dans G <= a,b clones dans E et (a,b) ¢ E.
Preuve du Corollaire 3
Ceci vient du fait que les vrais jumeaux sont reliés par une aréte.
O

Corollaire 4
Un graphe est sans jumeau si et seulement si il n’y a pas de clone dans les arétes.

Preuve de la transformation # 1
- Comment passer de I a I’ ?
I correspond & une instance du probleme Jumeauz, c’est-a-dire un graphe G = (V, E),
quant a I, c’est une instance du probleme Clones, donc une famille F d’ensembles.
On insére dans F les ensembles MM’ tels que e = (M, M') € E pour obtenir ainsi I".
Ensuite on calcule les clones sur cette collection.

- Comment retrouver les sommets jumeaux & partir des classes de clones ?
D’apres le Lemme 1, a partir des classes de clones, on retrouve exactement les classes de
sommets jumeaux.

O

Ezemple :
Sur le graphe précédent, si on construit I’ on obtient : F = {ab, ac, bd, cd, de, df }. L’algo-
rithme de recherche des clones donne les classes suivantes : C = {{a}, {b,c},{d},{e, f}}. Et
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il est clair que sur ce graphe on retrouve bien b et ¢ jumeaux ainsi que e et f.

5.2.2 Transformation #2

Jumeaux Clones

classes de jumeaux classes de clones

\_?/

On définit Bip,', = (J \ {a,b}, (M3 U Mag) N M, €)

a b

Fic. 12 — Graphe biparti

@ correspond aux éléments tels que a € M et b ¢ M
@ correspond aux éléments tels que a ¢ M' et b € M’

On ne peut pas avoir d’éléments M" tels b € M" et a ¢ M" avec V(M') = V(M"). En
effet, dans un tel cas, on a M’ et M" qui ont les mémes voisins et contiennent b tous les
deux, or ce n’est pas possible puisque la collection M ne contient pas de doublon.

On en déduit, pour les mémes raisons, que sur ce biparti les classes de jumeaux ne peuvent
étre que de taille 1 ou de taille 2.

Donc M et M’ sont jumeaux si et seulement si M = ¢, ;(M').

Lemme 2
Soit M une famille d’ensembles. VM, M' € M avec M # M', M = ¢, (M') <= M
et M’ sont jumeaux dans Bipafb.
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Preuve du Lemme 2
0 =—:
M = gap(M") et M # M’
= M\ M ={a} et M'"\ M = {b}
= M\ {a} = M'\ {b} = inter
= dans Bipafb : V(M) = inter et V(M') = inter
donc M et M' sont jumeaux dans Bz’pafb
0 <—:
M,M'" € (MU Mg) N M!. Puisqu'ils sont jumeaux, on a V(M) = V(M') dans
J\ {a,b}. De plus, [V(M)| =t —1 car M € (M3 U Mg) N M" et donc soit a € M soit
b€ M. 1l en est de méme pour M’. Comme M # M’ on a deux cas :
l/aeM=beM = M=q,,(M)
2/beM =>aeM = M= p, (M)

Corollaire 5
a et b ne sont pas clones dans M < 3t et M € Bz’pafb et M n’admet pas de jumeau
dans Bz’pafb.

Autrement dit, dans Bipafb, toutes les classes de jumeaux sont de taille 2 et il n’existe
pas de M sans jumeau.

Preuve du Lemme 5
o0 — :

Si a et b ne sont pas clones alors il existe un M dans M tel que ¢, (M) n’est pas dans
| M|
a,b

M. Donc M n’admet pas de jumeaux dans Bip_,' (d’apreés le Lemme 2).
O & :
Soit M € Bz'pafb un élément qui n’a pas de jumeau dans Bipat’b. alors, d’apres le Lemme 2,

il n’existe pas de M’ tel que M = @, (M'). Donc @ et b ne sont pas clones.
O

Preuve de la transformation # 2
- Comment passer de I’ a 17
On produit Va,b € J et Vt les graphes bipartis Bz'patb. Puis on détecte les classes de
jumeaux sur chacun de ces graphes. 7

- Comment retrouver les classes de clones a partir de l’ensemble des sommets ju-
meauz ¢
On travaille par taille, c’est-a-dire que les éléments inférieurs du graphe biparti sont tous
de méme cardinalité. D’apres le Corollaire 5, a et b sont clones si et seulement si, pour
tout ¢, ils sont jumeaux dans (J \ {a, b}, (M ;U Mg) N M, €).

O
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6 Conclusion

Nous avons présenté la notion de similitude (et sa notion duale de distance) entre deux
attributs et posé le probleme du calcul de cette mesure.

Dans un premier temps, sous "hypothése que seules des opérations d’incrémentation (ou
décrémentation) unitaire étaient autorisées, nous avons montré que ce probléme ne pouvait
pas étre résolue en moins que O(|J| x || M||).

Une modélisation du probleme par ¢-graphe a été proposée, nous permettant de ramener
ce probléme a celui du calcul du p-graphe associé (plus précisemment au calcul des étiquettes
du ¢-graphe).

A partir de 1a, plusieurs stratégies de calcul de ce p-graphe ont été présentées. La meilleure
d’entre elles admet une complexité en O(|.J| x || M]|). Elle est donc optimale sous 'hypothése
de I'incrémentation unitaire.

Enfin, nous avons montré le lien qui existe entre la notion de sommets jumeaux d’un
graphe et celle d’attributs clones.

Nous pourrions alors nous interroger sur 'existence d’un algorithme efficace de calcul des
classes de clones. La premiere idée étant de ne pas avoir a calculer la matrice des distances.
La seconde résidant dans le fait que les algorithmes présentés ne permettent que des décré-
mentations unitaires, pourrait-on alors optimiser par une décrémentation par paquets?

On a montré que a et b sont jumeaux dans un graphe si et seulement si a et b sont clones
dans les arétes. On pourrait alors généraliser la notion de jumeaux dans les hypergraphes
avec une algorithmique efficace associée. Ceci permettrait de proposer une nouvelle fagon
de réduire les hypergraphes. Actuellement, & ma connaissance, il n’y en a que deux : sup-
pression de sommets pendants (un sommet n’appartient qu’a une hyperaréte) et suppression
d’hyperarétes incluses (pour obtenir un hypergraphe simple).
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