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R�esum�e

On souhaite d�e�nir la notion de sym�etrie entre attributs dans une famille d'ensembles.Une premi�ere r�eponse a �et�e propos�ee par R. Medina et L. Nourine �a travers la notion declones. Deux attributs sont clones s'ils sont interchangeables dans les ensembles de la famille.Ici, on s'int�eresse au degr�e de sym�etrie entre deux attributs : la similitude. Cette mesure estrepr�esent�ee dans une matrice indiquant pour tout couple d'attributs, la "distance" qui less�epare. Di��erents algorithmes de calcul de cette similitude sont propos�es, et, sous certainesconditions, l'un d'entre eux est optimal. En�n, nous montrons le lien qui existe entre attributsclones et sommets jumeaux d'un graphe.

Abstract

In this master thesis, we deal with attributes having a symetrical behaviour in family ofsets. A �rst answer has been given by R. Medina and L. Nourine through the clone notion.Two attributes are said to be clones if they can be swapped in any set of the family. Wepresent a symetry measure for attributes : the similarity. This measure is represented by amatrix which expresses the distance between two attributes. We propose di�erent algorithmsto compute this similarity measure. We show that one of these algorithms is optimal undersome hypothesis we develop. Finaly we discuss the link between twins vertices of a graphand clone attributes.
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Notation utilis�ee

n Par convention pour ce m�emoire, on utilise les notations suivantes :- a : un �el�ement de J- M : un ensemble d�e�ni sur J et un �el�ement deM- F : une collection d'ensembles
n jMj repr�esente le nombre d'�el�ements dansMn jjMjj la taille deM, c'est-�a-dire PM2M jM j.
nMa, la restriction deM aux �el�ements contenant a.nMa, la restriction deM aux �el�ements ne contenant pas a.
nMab =Ma \MbnMab =Ma \Mb

nMt, la restriction deM aux �el�ements de taille t.
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1 Introduction

De nombreuses applications se mod�elisent ou admettent en entr�ee des familles d'en-sembles. Ces familles sont parfois appel�ees hypergraphes (par exemple en bases de donn�ees,en r�eseaux, ...), collections d'itemsets (par exemple en datamining), relations binaires (parexemple en th�eorie des treillis), etc.
De même, de nombreuses applications construisent ou g�en�erent des familles d'ensembles(par exemple les cl�es ou les d�ependances fonctionnelles en bases de donn�ees, les ferm�es enth�eorie des treillis, ...).
La taille de ces familles d'ensembles constitue souvent un obstacle �a la mise en �uvrepratique de ces applications ou au stockage de ces mêmes familles. L'id�ee est donc d'identi�erles attributs ayant un comportement sym�etrique dans ces familles a�n d'�eliminer une formede redondance et donc d'en r�eduire la taille. Les sommets jumeaux d'un graphe repr�esententun exemple connu de comportement sym�etrique.
R. Medina et L. Nourine, dans [MN], ont exhib�e un comportement sym�etrique des at-tributs d'une famille �a travers la notion de clones. Deux attributs a et b seront dits cloness'ils sont interchangeables dans les ensembles de la famille. Dans [MN], un algorithme ded�etection des classes de clones est propos�e. Sa complexit�e est de O(jJ j2 � jjMjj).
Dans ce m�emoire, on d�e�nit une mesure de la sym�etrie entre deux attributs : la simi-litude. De fa�con duale, on d�e�nit la distance s�eparant deux attributs (donc exprimant ladissym�etrie). Notre objectif est de proposer une algorithmique e�cace pour calculer cettesimilitude entre tout couple d'attributs d'une famille donn�ee.
Ce m�emoire s'organise en quatre parties. Dans un premier temps, on rappellera les d�e�ni-tions n�ecessaires, pour ensuite formaliser le probl�eme trait�e. Puis on pr�esentera une mod�elisa-tion de ce probl�eme par un graphe, sur laquelle on s'appuie pour proposer plusieurs strat�egiesde r�esolution. En�n, on fera le lien entre deux types d'ensembles ayant un comportementsym�etrique, les sommets jumeaux d'un graphe et les classes de clones d'une famille.
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2 Positionnement du probl�eme
2.1 D�e�nitions

Intuitivement a et b sont clones s'ils sont interchangeables dans tout ensemble de lafamille. Ainsi, on note 'a;b la correspondance de 2J dans 2J , qui associe �a chaque sous-ensemble F de J son image en �echangeant a et b.
'a;b(F ) =

8<:
(F n fag) [ fbg si b 62 F et a 2 F(F n fbg) [ fag si a 62 F et b 2 FF sinon

Remarque : - 'a;b(F ) = 'b;a(F )- 'a;b('b;a(F )) = F
D�e�nition 1

Soit F une famille d'ensembles d�e�nie sur J . Les attributs a et b sont clones, not�ea � b, si et seulement si pour tout F de F , 'a;b(F ) appartient �a F .
Dans [MN], le probl�eme suivant est alors d�e�ni :

Probl�eme 1 : D�etection des classes de clonesEntr�ee : F une famille d'ensemblesSortie : C1; :::; Ck les classes de clones de F

2.2 Distance et similitude d'attributs
Pour deux attributs a et b, on peut d�e�nir deux mesures de leur comportement sym�e-trique dans la famille : la similitude et la distance.
La similitude exprime une mesure du comportement sym�etrique entre deux attributs.Plus cette valeur est grande plus ils sont sym�etriques.
La distance exprime un comportement dissym�etrique. Plus cette valeur est grande etmoins les attributs ont un comportement sym�etrique.
La fonction similitude sM est d�e�nie comme suit :

J2 ! NsM(a; b) ! ��fM 2M j 9M 0 2M tq M 0 = 'a;b(M)g��
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Cette notion de similitude pour le couple (a,b) permet de repr�esenter le nombre d'en-sembles deM ayant une image par 'a;b.
Le probl�eme qui lui est associ�e est le suivant :Probl�eme 2 : SimilitudeEntr�ee : une collectionM sur JSortie : la matrice sM = J � J d'entiersRelation : soient a; b 2 J2, sM(a; b) = ��fM 2M j 9M 0 2M tq M 0 = 'a;b(M)g��

On d�e�nit �egalement la fonction distance dM :
J2 ! NdM(a; b) ! ��fM 2M j 'a;b(M) 62 Mg��

Cette notion de distance entre a et b repr�esente le nombre d'�el�ements de M qui n'ontpas d'image par 'a;b.
Plus formellement, le probl�eme consistant �a calculer les distances est le suivant :Probl�eme 3 : DistanceEntr�ee : une collectionM sur JSortie : la matrice dM = J � J d'entiersRelation : soient a; b 2 J2, dM(a; b) = ��fM 2M j 'a;b(M) 62 Mg��
On peut trivialement remarquer qu'on a la propri�et�e suivante :

Propri�et�e 1jMj = dM(a; b) + sM(a; b)
Donc le probl�eme de la distance et de la similitude sont �equivalents. Dans cette �etudeon s'attachera �a r�esoudre le probl�eme Distance. Toute solution pour ce probl�eme permet der�esoudre le probl�eme Similitude avec la même complexit�e.
Les dM(a; b) sont stock�es dans une matrice appel�ee matrice des distances.

2.3 Discussion sur la complexit�e du probl�eme Distance
L'objectif �etant de calculer cette matrice, on s'interroge, dans un premier temps, sur lamani�ere de l'initialiser et de la mettre �a jour.
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Comme la notion de distance dM(a; b) est sym�etrique, la matrice des distances est aussisym�etrique. On choisit alors de la repr�esenter par une matrice triangulaire telle que :� dM(a; a) = 0dM(a; b) = dM(b; a)

0

0

0

0

a

a

b

c

d

b c d

Fig. 1 { Matrice des distances
D�ecomposonsM parMab ] Mab ] Mab ] Mab, avec 1-Mab : les �el�ements M deM tels que a 2M et b 62M-Mab : les �el�ements M deM tels que a 62M et b 2M-Mab : les �el�ements M deM tels que a 2M et b 2M-Mab : les �el�ements M deM tels que a 62M et b 62M
Discutons maintenant sur les di��erentes fa�cons d'initialiser et de mettre �a jour la ma-trice des distances. On suppose que l'on ne peut mettre �a jour que par incr�ementation etd�ecr�ementation de une unit�e �a la fois. Il est clair qu'il y a deux mani�eres de proc�eder :{ soit on initialise chaque case de la matrice �a 0 et on incr�emente de 1 �a chaque fois quel'on trouve un M 2M tel que 'a;b(M) 62 M,{ soit on initialise la distance entre a et b avec la valeur maximum, puis on d�ecr�emente de1 la distance dM(a; b) chaque fois que l'on trouveM etM 0 2M tels queM = 'a;b(M 0).
Quelle est la valeur maximum qui peut être prise par dM(a; b) ? Il est �evident que c'estjMabj + jMabj. En e�et, pour chaque �el�ement M 2 Mab [ Mab on a M = 'a;b(M), etainsi M ne peut pas accrô�tre la distance entre a et b. Cette valeur maximum repr�esente lenombre maximum d'op�erations �el�ementaires (incr�ementation ou d�ecr�ementation) n�ecessairespour calculer la matrice des distances dans le pire de cas. Peu importe la strat�egie retenue,le nombre d'op�erations �el�ementaires est le même dans le pire des cas.
Si on s'int�eresse �a la complexit�e en temps pour les mises �a jour, on consid�ere que lesop�erations �el�ementaires sont ex�ecut�ees en O(1). Ainsi la complexit�e globale est :

O(X
a2J

X
b2J

dM(a; b)) = O(X
a2J

X
b2J
jMabj+ jMabj)

Prenons M 2 M. Pour qu'il soit pris en compte dans dM(a; b), il faut que a 2 M etb 62 M (donc b 2 J nM). Ainsi, dans le pire des cas, M interviendra dans jM j � jJ nM j
1ici ] correspond �a l'union disjointe
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distances. On obtient donc :

O(X
a2J

X
b2J

dM(a; b)) = O( X
M2M

jM j � (jJ j � jM j))
Ce qu'on peut r�e�ecrire comme :

O( X
M2M

jM j � (jJ j � jM j)) = O(( X
M2M

jM j � jJ j)� ( X
M2M

jM j � jM j))
Puisque jM j � jJ j on a donc jM j � jM j qui est inf�erieur ou �egal �a jM j � jJ j. On obtientalors la complexit�e dans le pire des cas :

O( X
M2M

jM j � jJ j) = O(jJ j � jjMjj)
Donc peu importe la strat�egie que l'on retient, la complexit�e en temps ne peut pas êtreinf�erieure �a O(jJ j � jjMjj) (avec l'hypoth�ese des op�erations �el�ementaires d'incr�ementationou de d�ecr�ementation par 1). Dans la suite de ce m�emoire, on privil�egie l'approche par d�e-cr�ementation (donc celle qui initialise la matrice avec les valeurs maximum).

Initialisation de la matrice
On initialise chaque distance dM(a; b) avec la valeur maximum possible, c'est-�a-direjMabj+ jMabj. Initialement, les distances sont �egales �a 0. Ceci peut être fait en O(jJ j� jJ j).Ensuite, pour chaque M 2M on incr�emente par 1 les distances dM(a; b), avec a 2M etb 62M . Comme on l'a vu pr�ec�edemment ceci s'ex�ecute en O(jJ j � jjMjj).

Algorithme 1: InitDistance(M)Donn�ees : Une collection d'ensemblesM d�e�nie sur JR�esultat : La matrice des distances telle que 8a; b 2 J2 : dM(a; b) = jMabj+ jMabjd�ebutpour chaque a 2 J fairepour chaque b 2 J fairedM(a; b) = 0
pour chaque M 2M fairepour chaque a 2M fairepour chaque b 62M fairedM(a; b) + +
retourner dM�n
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3 Mod�elisation par un graphe

L'id�ee est de mod�eliser le probl�eme �a l'aide d'un graphe contenant les ensembles de lafamille comme sommets. Les arcs repr�esentent la relation "est une image de" entre deuxensembles. Les arcs sont �etiquet�es par les attributs qui s'�echangent entre les deux sommets.
3.1 D�e�nition d'un '-graphe

Plus formellement :
D�e�nition 2

Soient G = (V;E; �) un graphe �etiquet�e etM une collection d'ensembles sur J . On
dit que G est le '-graphe deM si et seulement si :

- V =M
- 8e = (M;M 0) 2 E on a M 0 = 'a;b(M)
- 8e = (M;M 0) 2 E, �(e) = (M nM 0;M 0 nM) = (a; b)

On �enonce le probl�eme suivant :Probl�eme 4 : '-grapheEntr�ee : une collectionM sur JSortie : un graphe G �etiquet�e correspondant au '-graphe deM
Propri�et�e 2

Soit M une collection d'ensembles sur J . Le probl�eme Distance se "r�eduit" dans le
probl�eme '-graphe.

Preuve de la Propri�et�e 2

I' = (M; J)I = (M; J) R

?GM Y ?

Distance '-graphe

Soit I, une collectionM sur J , une instance du probl�eme Distance. Soit I 0 une instancedu probl�eme '-graphe obtenue par la fonction identit�e �a partir de I.
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Soit G le graphe �etiquet�e obtenu par la r�esolution du probl�eme '-graphe sur I 0. Onpeut construire la matrice dM, solution du probl�eme Distance, �a partir de G. Ene�et, la pr�esence de l'arc e = (M;M 0) d'�etiquette �(e) = (a; b) dans le graphe signi�eque l'on a la relation M 0 = 'a;b(M), autrement dit que M 0 est l'image de M par'a;b et inversement puisque ' est une application sym�etrique. Dans ce cas, on doitd�ecr�ementer l'�el�ement dM(a; b) dans la matrice des distances. On va donc parcourirchacun des arcs, et ainsi, passer de G �a dM se fait en la taille de E, donc en temps lin�eaire.
Donc le probl�eme Distance peut se r�eduire dans le probl�eme '-graphe.

�

Remarque : le nombre de mises �a jour �a e�ectuer dans la matrice correspond exactement aunombre d'arcs dans le graphe.
3.2 Propri�et�es d'un '-graphe

La propri�et�e suivante se d�eduit directement de la fonction '.
Propri�et�e 3

Soient G = (M; E; �) un '-graphe, et e = (M;M 0) un arc de G tel que �(e) = (a; b).
Alors les assertions suivantes sont �equivalentes :

1/ M 0 = 'a;b(M)
2/ M = 'b;a(M 0)
3/ jM j = jM 0j et M nM 0 = fag et M 0 nM = fbg
4/ M n fag =M 0 n fbg

D'apr�es la Propri�et�e 3, on note qu'un �el�ement M et son image M 0 sont de même taille.Il parâ�t donc �evident d'e�ectuer la recherche de cette image de M , avec t = jM j, aux seuls�el�ements de taille t. C'est pourquoi on d�e�nitMt la restriction deM aux �el�ements de taille t.
D�e�nition 3

On note Gt = (Mt; Et; �t) la restriction de G �a un sous-graphe compos�e des sommets
deM de taille t et dont les arêtes co��ncident avec les arêtes de E.

Propri�et�e 4
Soit G = (M; E; �). L'ensemble des sous-graphes G1; G2; :::; GjJ j r�ealise une partition
disjointe du graphe G.

Preuve de la Propri�et�e 4� Montrons que les ensembles V1; V2; :::; VjJ j r�ealisent une partition de V .Comme V =M, V1 =M1, ..., VjJ j =MjJ j.Mt repr�esente la restriction de la collectionM aux �el�ements de taille t, il est donc clair qu'un �el�ement ne peut pas appartenir �adeux ensemblesMt di��erents. De plus,M = SiMi.
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� Montrons que les ensembles E1, E2; :::; EjJ j r�ealisent une partition de E.Les arcs de E repr�esentent la relation 'a;b qui existe entre deux ensembles et nepeut donc ainsi relier que des �el�ements de même taille (cf. Propri�et�e 3), c'est-�a-direappartenant �a un même ensembleMt.
� Qu'en est-il pour �t ?Il est �evident que �t n'est autre qu'une restriction des �etiquettes des arcs de Et.

Mt r�ealise une partition de V et Et r�ealise une partition de E donc Gt = (Mt; Et; �t)r�ealise une partition de G = (M; E; �).
�

Corollaire 1
Toute composante connexe du graphe G = (M; V; �) est constitu�e d'ensembles de
même cardinalit�e.

Preuve de la Propri�et�e 1La preuve est imm�ediate d'apr�es la Propri�et�e 4 (les partitions sont disjointes).
Propri�et�e 5

Soit G = (M; E; �) un '-graphe. Soient e = (M;M 0) et e0 = (M;M 00) deux arcs deE avec �(e) = (i; j) et �(e0) = (k; l), alors :
1/ si i = k alors (M 0;M 00) appartient �a E avec pour �etiquette �(M 0;M 00) = (j; l)
2/ si j = l alors (M 0;M 00) appartient �a E avec pour �etiquette �(M 0;M 00) = (k; i)

Autrement dit, lorsque les arcs (M;M 0) et (M;M 00) sont pr�esents dans le graphe etco��ncident sur leur premi�ere �etiquette ou sur la seconde, alors on a obligatoirement l'arc(M 0;M 00). Si la premi�ere �etiquette est commune, �(M 0;M 00) est d�e�nie par les secondes �eti-quettes des deux arcs (M;M 0) et (M;M 00). Si c'est la seconde �etiquette qui est communealors �(M 0;M 00) est d�e�nie par les premi�eres �etiquettes de ces deux arcs.
Preuve de la Propri�et�e 5On peut repr�esenter les deux arcs de E de la fa�con suivante :

u

u

u

������������XXXXXXXXXXXX

M

M'

M"

(i,j)

(k,l)

Fig. 2 { Compl�ementarit�e du '-graphe
On a les arcs : - e = (M;M 0) avec �(e) = (i; j)- e0 = (M 0;M 00) avec �(e0) = (k; l)
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Ainsi : M nM 0 = i et M nM 00 = kM 0 nM = j et M 00 nM = l
� cas 1/ : i = kOn est dans la con�guration o�u M 0 est l'image de M par 'i;j et M 00 est l'image de Mpar 'k;l ainsi que l'image de M 0 par 'i;l.

Si on appelle X la partie commune �a M , M 0 et M 00, on peut alors �ecrire :- M = X [ fig- M 0 = X [ fjg- M 00 = X [ flg
Ainsi on retrouve facilement : M 0 n M 00 = j et M 00 n M 0 = l. Autrement dit M 00 estl'image de M 0 par 'j;l et donc l'arc e00 = (M 0;M 00) d'�etiquette �(e00) = (j; l) appartient�a E.
� cas 2/ : j = lOn a M 0 l'image de M par 'i;j et M 00 l'image de M par 'k;l ainsi que l'image de M 0 par'k;j . Comme j = l, un seul �el�ement de M 0 et M 00 di��ere d'avec M .

On sait que : - M nM 0 = i- M nM 00 = kDe plus : - M 0 nM = j- M 00 nM = l = jDonc on en d�eduit que : i 2M 00 et k 2M 0.
Ainsi : - M 00 nM 0 = i- M 0 nM 00 = k.
Donc M 00 est l'image de M 0 par 'k;i donc l'arc (M 0;M 00) d'�etiquette �(M 0;M 00) = (k; i)appartient �a E.

�

Exemple :
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bdg(a,b
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(a,d)
(a,c)
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,b
)

(c,d
)

(b,d)

(e,d)

(e
,b
)

(f,g)

Fig. 3 { Exemple de '-graphe
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On retrouve bien les propri�et�es �enonc�ees pr�ed�edemment :

� 1/ :
u

u

u

������������HHHHHHHHHHHH
cef

aef

bef

(a,b
)

(a,c)

=>
u

u

u

������������HHHHHHHHHHHH
cef

aef

bef

(a,b
)

(a,c) (c
,b
)

� 2/ :
u
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u
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def

bef

bdf

(b,d)

(e,d)

=>
u

u

u
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     �
�
�
�
�
�
�
��
def

bef

bdf

(b,d)

(e,d)

(e
,b
)

Fig. 4 { Compl�ementarit�e du '-graphe
On sait que si deux arcs (M;M 0) et (M;M 00) sont pr�esents avec i = k alors, d'apr�es laPropri�et�e 5, l'arc (M 0;M 00) est pr�esent aussi. M , M 0 etM 00 forment donc une clique dans G.On va donc maintenant s'int�eresser �a cette notion.

D�e�nition 4
Soit G = (M; E; �) un '-graphe. Soit C = fS1; :::; Sng une collection de sommets
connexes dans G.
On dit que C forme une '-clique si et seulement si jS1\ :::\Snj � jS1j�1 et 6 9Sn+1
tel que jS1 \ ::: \ Sn \ Sn+1j = jS1j � 1.

Exemple :
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B
B
BB

cefh

defh

(a,b
)

(a,d)
(a,c)

(c
,b
)

(c,d
)

(b,d)

(e,d)

(e
,b
)

(f,g)

(h,i)

aefh

befh

bdfh

bdgh

bdgi

gikl

Fig. 5 { Exemple de '-graphe
Le sous-graphe compos�e des �el�ements faefh,befh,cefh,defhg repr�esente une '-clique. Il enest de même pour le sous-graphe fbdfh,bdghg.
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Sur ce graphe on trouve 6 '-cliques :1 - faefh,befh,cefh,defhg ) jTni=1 sij = jefhj � t� 12 - fbefh,bdfhg ) jTni=1 sij = jbfhj � t� 13 - fdefh,bdfhg ) jTni=1 sij = jdfhj � t� 14 - fbdfh,bdghg ) jTni=1 sij = jbdhj � t� 15 - fbdgh,bdgig ) jTni=1 sij = jbdgj � t� 16 - fgiklg ) jTni=1 sij = jgiklj � t� 1
Une '-clique C = fS1; :::; Sng est alors d�e�nie par un couple C = (inter; union) tel que :� C:inter = S1 \ ::: \ SnC:union = (S1 [ ::: [ Sn) n C:inter
Il est �a noter que, par d�e�nition, une '-clique est maximale.
C:inter repr�esente la partie commune aux �el�ements de la clique et C:union les objets quidi��erent. Les �el�ements de C sont donc de la forme C.inter[fag avec a 2 C:union. On end�eduit que la taille de l'ensemble C:union repr�esente la taille de la '-clique.

Exemple :
Prenons la '-clique (efh; abcd) du graphe pr�ec�edent :

u

u

u

u

������������HHHHHHHHHHHH

HHHHHHHHHHHH������������
cefh

defh

(a,b
)

(a,d)
(a,c)

(c
,b
)

(c,d
)

(b,d)

aefh

befh

C.inter = efh et C.union = abcd
Fig. 6 { Exemple de '-clique

Remarque : 8M 2 '-clique; 8(a; b) 2 C:union2 alors 'a;b(M) 2 '-clique.
Soit C un ensemble v�eri�ant la D�e�nition 4. D'apr�es la Propri�et�e 3, pour tout couple(M;M 0) de C, l'arête e = (M;M 0) d'�etiquette �(e) = (M nM 0;M 0 nM) appartient �a E.Donc l'ensemble C, appel�e '-clique, forme bien une clique dans le '-graphe.

Propri�et�e 6
Deux '-cliques di��erentes ne peuvent pas avoir la même intersection.
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Preuve de la Propri�et�e 6Supposons qu'il existe deux '-cliques C1 et C2 telles que : C1:inter = C2:inter etC1 6= C2. C1 6= C2 implique qu'il existe un M = C2:inter [ fag appartenant �a C2 telque a 2 C2:union et a 62 C1:union. Comme C1:inter = C2:inter alors M pourrait êtrerajout�e �a C1 ce qui contredit la notion de maximalit�e d'une '-clique. Donc C1 n'est pasune '-clique.

�

Propri�et�e 7
Soit G = (M; E; �) un '-graphe. Alors il existe un recouvrement R = fC1; :::; Cng
en '-cliques de G tel que tout sommet M de G appartient �a au plus jM j '-cliques et
tel que R r�ealise une partition des arêtes de G.

Preuve de la Propri�et�e 7� On consid�ere un �el�ement M du '-graphe G. Chacune des '-cliques auxquelles Mpeut appartenir a pour C:inter M n fxg. Comme jM j = t, il est clair qu'il y a t fa�consde choisir cet objet x. Donc tout sommet de G appartient �a au plus t '-cliques. Pour lecas des sommets isol�es, on note que chaque sommet appartient �a au moins une '-cliquecompos�ee de lui-même.
� Soit un arc (M;M 0) appartenant �a une '-clique C1 et �a une '-clique C2.Si (M;M 0) 2 C1 alors C1:inter = M \ M 0. De même, si (M;M 0) 2 C2 alorsC2:inter = M \ M 0. Or d'apr�es le Lemme 6, deux '-cliques ne peuvent pas avoir lamême intersection, donc l'arc (M;M 0) n'existe pas. Ainsi une arête ne peut appartenirqu'�a au plus une '-clique et donc C r�ealise une partition des arêtes de G.
� Soient M et M 0 deux sommets du '-graphe G, et e = (M;M 0) l'arête qui les relied'�etiquette �(e) = (x; y). Alors M \M 0 =M n fxg =M 0 n fyg donc il existe une '-cliquecontenant M et M 0 et contenant ainsi cette arête. Donc une arête appartient �a au moinsune '-clique.

Comme chaque sommet appartient �a au moins une '-clique, ainsi que chaque arête, Rr�ealise donc un recouvrement en '-cliques de G.
�
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Exemple :

Fig. 7 { Exemple de recouvrement par des '-cliques
On obtient un recouvrement de ce '-graphe par 6 '-cliques :R = fC1; C2; C3; C4; C5; C6g.

avec
8>>>>>><>>>>>>:

C1 = (efh; abcd)C2 = (bfh; ed)C3 = (dfh; eb)C4 = (bdh; fg)C5 = (bdg; hi)C6 = (gikl; ;)
Propri�et�e 8

Soit G = (M; E; �) un '-graphe. Un recouvrement R en '-cliques de G est une
repr�esentation de G.

Preuve de la Propri�et�e 8Si on calcule un recouvrement R en '-cliques d'un graphe G, on obtiendra alors unensemble de '-cliques. Telles qu'elles sont d�e�nies, on dispose des informations C:interet C:union. Puisque C:inter repr�esente la partie commune aux �el�ements de la '-clique etC:union les objets qui di��erent, on peut facilement construire le graphe G en recomposantchaque sommet de la mani�ere suivante : 8x 2 C:union : x [ C:inter. Ensuite il reste �aajouter les arcs entre tous les sommets d'une même '-clique.Donc G se d�eduit facilement de R. �

On propose maintenant un algorithme qui construit l'ensemble des sommets du '-graphe(c'est-�a-dire la familleM) �a partir de l'ensemble des '-cliques recouvrant le '-graphe.
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Algorithme 2: CalculFamille(C)Donn�ees : Une collection d'ensembles C correspondant aux '-cliquesR�esultat : Une collectionM sur J correspondant aux sommets du '-graphed�ebutM ;
1 pour chaque C = (inter; union) 2 C faire
2 pour chaque a 2 union faire
3 M M[ (C:inter [ fag)

retournerM�n
A partir de cet algorithme, un ensemble M , correspondant �a un sommet du '-graphe,peut être retrouv�e jM j fois, c'est-�a-dire le nombre d'arêtes sortantes. On doit faire cette op�e-ration pour tout M , donc pour la somme de toute arête sortante pour chacun des sommets,ce qui correspond dans la matrice �a Pa2J

P
b2J dM(a; b). On arrive �a une complexit�e enO(jJ j � jjMjj), avec O(jJ j � jjMjj) � O(jJ j2 � jMj). L'op�eration d'union (ligne 3 ) a unecomplexit�e de O(jJ j).

Donc dans le pire des cas, cet algorithme a une complexit�e en temps en O(jJ j3 � jMj).
On propose maintenant un algorithme permettant de r�ecup�erer l'ensemble des arêtes dugraphe et leurs �etiquettes �a partir de l'ensemble des '-cliques recouvrant le '-graphe.

Algorithme 3: CalculArêtes(C)Donn�ees : Une collection d'ensembles C correspondant aux '-cliquesR�esultat : Un couple (E; �) correspondant aux arêtes du '-graphe et �a leur �etiquetted�ebutE  ;�  ;
1 pour chaque C = (inter; union) 2 C faire
2 pour chaque (a; b) 2 union fairee = ((C:inter [ fag); (C:inter [ fbg))
3 E  E + e�(e) = (a; b)

retourner (E; �)�n
Le coût des boucles (lignes 1 et 2 ) est �egal au nombre d'arêtes, c'est-�a-dire en O(jJ j �jjMjj). L'op�eration de la ligne 3 s'ex�ecute en O(jJ j). Donc la complexit�e totale de cet algo-rithme est de O(jJ j2 � jjMjj).

Remarque : si seule la liste � des �etiquettes nous int�eresse alors on a O(jJ j � jjMjj), sachantque cette liste est su�sante pour mettre �a jour la matrice des distances.
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4 Strat�egies de r�esolution
4.1 Algorithme g�en�eral de r�esolution du probl�eme Distance

On propose ici un algorithme de r�esolution du probl�eme Distance. On utilise l'algorithmepr�esent�e pr�ec�edemment InitDistance.
Algorithme 4: Distance(M)Donn�ees : Une collection d'ensemblesM d�e�nie sur JR�esultat : La matrice dM = J � J des distances mise �a jourd�ebut
1 dM = InitDistance(M)
2 G = CalculGraphe(M)
3 pour chaque �(e) = (a; b) 2 G fairedM(a; b) - -
�n
Principe : �a partir de la collectionM, on souhaite calculer le '-graphe correspondant.
On peut remarquer qu'�a la ligne 3 de l'algorithme, seules les �etiquettes du graphe sontparcourues. Donc la fonction CalculGraphe pourrait se contenter de retourner uniquementla liste des �etiquettes.
On rappelle que la complexit�e de la fonction InitMatrice (ligne 1 ) est en O(jJ j�jjMjj).La boucle (ligne 3 ) s'ex�ecute en O(jJ j�jjMjj). Reste �a connâ�tre la complexit�e de la fonctionCalculGraphe (ligne 1 ).

4.2 Type de donn�ees abstrait
On utilisera un T.D.A. (Type de Donn�ees Abstraits) Map similaire �a l'objet Map du lan-gage Java. Cette structure associe une cl�e �a chaque valeur. Ici les cl�es sont les ensembles dela collection. Les valeurs associ�ees aux cl�es d�ependent de l'algorithme.
Ce T.D.A. doit disposer des op�erations suivantes :- new() : cr�ee un objet Map et retourne un objet vide.- get(e) : retourne la valeur associ�ee �a la cl�e e si elle existe et Nil sinon.- put(e,value) : ins�ere l'ensemble e dans le Map et lui associe value.
La complexit�e en temps de ces op�erations d�epend de la structure de donn�ees utilis�ee pourimpl�ementer le T.D.A. Map. On propose une impl�ementation qui prend en compte le type descl�es, c'est-�a-dire des ensembles. L'arbre lexicographique permet de repr�esenter les ensemblespar les branches.
La structure de donn�ees arbre lexicographique permet de proposer des algorithmes pourles op�erations d'insertion et de recherche admettant une complexit�e ind�ependante de la taillede la collection.
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Arbre lexicographiqueD�e�nition 5

Soit F une collection de sous-ensembles de X sur un ensemble J muni d'un ordre <J .
On associe �a F un unique arbre T (F) lexicographique, tel que :

1/ chaque arête de l'arbre est �etiquet�ee par un �el�ement de J ,
2/ �a chaque n�ud noti��e de l'arbre correspond un ensemble de F ,
3/ �a chaque ensemble de F correspond un chemin unique dans l'arbre tel que cet

ensemble corresponde �a l'union des �etiquettes de ce chemin,
4/ l'ordre des arêtes d'un chemin co��ncide avec l'ordre <J ,
5/ l'ordre des arêtes sortantes d'un n�ud co��ncide avec l'ordre <J .

Exemple : Soit J= fa; b; c; d; eg et F = fabc; bcde; ad; cde; cd; eg
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cb
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e

e
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ad

bcde

cde

e

cd

Fig. 8 { Arbre lexicographique
Les n�uds encadr�es correspondent aux �el�ements de F .
Un bool�een peut être associ�e �a chaque n�ud de l'arbre pour indiquer si le n�ud est noti-��e (c'est-�a-dire correspond �a un ensemble de la collection) ou non. Le type de champ utilis�epour stocker la valeur associ�ee n'est pas pr�ecis�e et d�epend de l'algorithme utilis�e. Seuls lesn�uds marqu�es auront ce champ non nul.

Remarque : le nombre maximum de n�uds de l'arbre T (F) est donn�e par jjFjj.
Remarque : une telle structure ne permet pas de stocker les mots du dictionnaire puisqueceux-ci peuvent contenir des occurences multiples de lettres et ne respectent pas l'ordre <J .

Il y a deux fa�cons d'impl�ementer la liste des �ls d'un n�ud de l'arbre lexicographique :- avec une structure Liste : chaque �el�ement de la liste correspond �a une arête de l'arbreet contient donc le label de l'arête et un pointeur vers le �ls,- avec une structure Tableau : le tableau est indic�e par les labels possibles et chaqueentr�ee contient soit Nil soit un pointeur vers le �ls.



4 Strat�egies de r�esolution 23
La complexit�e des op�erations put et get d�epend alors de l'impl�ementation choisie.

Proposition 1
Si l'arbre lexicographique est impl�ement�e avec une structure Liste :
- l'op�eration put(M,value) a une complexit�e en temps en O(jJ j) ;
- l'op�eration get(M) a une complexit�e en temps en O(jJ j).

Les temps d'acc�es sont dûs au fait qu'un �el�ement n'apparâ�t qu'une seule fois dans unensemble. Le coût de cr�eation d'un n�ud est en temps constant.
Proposition 2

Si l'arbre lexicographique est impl�ement�e avec une structure Tableau :
- l'op�eration put(M,value) a une complexit�e en temps en O(jM j � jJ j) ;
- l'op�eration get(M) a une complexit�e en temps en O(jM j).

Les temps d'acc�es viennent de l'acc�es direct aux �ls pour un attribut donn�e. La cr�eationd'un n�ud de l'arbre coûte O(jJ j) puisque l'on doit cr�eer et initialiser des tableaux de taillejJ j.
4.3 Strat�egie par contrôle de sommets

L'approche par contrôle de sommets est similaire �a celle pr�esent�ee dans [MN].
On dispose deM et on souhaite obtenir un graphe �etiquet�e G = (M; E; �). L'id�ee est detester, pour tout sommet M 2 M, toutes les arêtes "sortantes" possibles, et ne garder queles valides. C'est-�a-dire que pour un M donn�e, on teste pour tout couple (a; b) s'il existe unM 0 2M tel que M = 'a;b(M 0).

Fig. 9 { Contrôle de sommets
Sur cette �gure 9, on travaille sur le sommet M . On teste tous les couples possibles, et onremarque, par exemple, queM 00 n'est pas une image deM , et on se pose la question pourM 0.
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Pour chaque ensemble M deM et pour chaque couple (a,b) de J2, on v�eri�e si 'a;b(M)appartient �aM. Si c'est le cas alors on ajoute l'arc e = (M;M 0) dans le '-graphe avec pour�etiquette �(e) = (a; b). Pour stocker la collectionM on utilise le T.D.A. Map.

Algorithme 5: CalculGraphe(M) : m�ethode de contrôle de sommetsDonn�ees : Une collection d'ensemblesM d�e�nie sur JR�esultat : Un graphe �etiquet�e G = (M; E; �) correspondant au '-graphed�ebutV  ME  ;// Initialisation de la structure MapMap T = new()pour chaque M 2M faireT .put(M,"present")
1 pour chaque M 2M faire
2 pour chaque couple (a; b) 2 J2 faire
3 si T :get('a;b(M)) 6= Nil et M 6= 'a;b(M) alorse = (M;M 0)
4 E  E + e�(e) = (a; b)

retourner G = (V;E; �)�n
Proposition 3

L'algorithme par contrôle de sommets a une complexit�e en temps en O(jJ j2� jjMjj)
PreuveOn suppose que l'on utilise l'impl�ementation de l'arbre lexicographe par la structureTableau. Ainsi l'initialisation de cette structure se fait en O(PM2M jM j�jJ j) = O(jJ j�jjMjj). La boucle de la ligne 1 ex�ecute jMj it�erations tandis que la boucle de la ligne 2en ex�ecute jJ j2. A la ligne 3, le calcul de 'a;b(M), comme le test 'a;b(M) 2 M, se faiten O(jM j). Ainsi la complexit�e totale est de O(PM2M jJ j2 � jM j) = O(jJ j2 � jjMjj).

�

Remarque : cette impl�ementation peut être optimis�ee en choisissant a dans M et b dansJ nM . La complexit�e dans le pire des cas n'est toutefois pas remise en cause.
Remarque : l'arc (M;M 0) �etant parcouru deux fois, il apparâ�tra deux fois dans la liste desarêtes E. En cons�equence, il faudra doubler l'initialisation de la matrice des distances dansl'algorithme g�en�eral.
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4.4 Strat�egie par contrôle d'arêtes

On dispose d'un graphe �etiquet�e G = (M; E; �). L'id�ee est de tester, pour tout coupled'�el�ements (M;M 0) deM, si ils sont reli�es par une arête ou non, c'est-�a-dire siM 0 = 'a;b(M).Sur la �gure 10, on travaille sur chaque couple possible. On note que M 000 est l'image de M ,ce qui n'est pas le cas pour M 00.

Fig. 10 { Contrôle d'arêtes
Cette nouvelle strat�egie s'appuie alors sur une propri�et�e forte des arcs du '-graphe, laPropri�et�e 3. Pour chaque couple d'�el�ements (M;M 0) deM, on v�eri�e si il existe a et b telsque M = 'a;b(M 0). D'apr�es la Propri�et�e 3, les items a et b existent si et seulement si M etM 0 sont de même cardinalit�e et si ils partagent jM j � 1 �el�ements. Dans ce cas, on ajoutel'arc e = (M;M 0) dans le '-graphe avec pour �etiquette �(e) = (a; b).

Algorithme 6: CalculGraphe(M) : m�ethode de contrôle d'arêtesDonn�ees : Une collection d'ensemblesM d�e�nie sur JR�esultat : Un graphe �etiquet�e G = (M; E; �) correspondant au '-graphed�ebutE  ;
1 pour chaque (M;M 0) 2M2 faire
2 si M nM 0 = fag et M 0 nM = fbg et jM j = jM 0j alors
3 E  E + (M;M 0)�(M;M 0) = (a; b)

retourner G = (M; E; �)�n
Proposition 4

L'algorithme par contrôle d'arêtes a une complexit�e en temps en O(jMj � jjMjj).
PreuveLa boucle de la ligne 1 ex�ecute jMj2 it�erations. Tous les tests de la ligne 2 peuvent êtrer�ealis�es en O(jM j) si les ensembles M et M 0 sont stock�es tri�es selon l'ordre <J . Ainsi, lacomplexit�e globale est de O(jMj � jjMjj).

�
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4.5 Strat�egie par calcul des '-cliques

La m�ethode �etudi�ee ici consiste �a construire un recouvrement �a partir d'une collectionM sur un ensemble J . En e�et, d'apr�es la Propri�et�e 8, pour une collectionM d'ensemblessur J , le recouvrement en '-cliques de G = (M; E) est une repr�esentation '-graphe, doncrevient �a calculer ce dernier. L'id�ee de l'algorithme suivant est donc de faire abstraction du'-graphe G. On se pose alors la question de savoir �a quelle(s) '-clique(s) chaque �el�ement del'ensembleM appartient.
D'apr�es la Propri�et�e 3, on sait que pour tout M d'une '-clique C, avec t = jM j, il existeun objet x de M , tel que M n x = C:inter. Lorsqu'un �el�ement est ins�er�e dans le '-graphe,chaque sous-ensemble de taille t � 1 qui le compose est susceptible d'être l'inter d'une '-clique. Il est �evident que cette '-clique peut être d�ej�a form�ee ou apparâ�tre plus tard. On estdonc oblig�e de cr�eer les t '-cliques de taille 1 auxquelles chacun des sommets peut apparte-nir, si celui-ci ne fait pas d�ej�a partie d'une '-clique existante.

Algorithme 7: CalculGraphe(M) : m�ethode des '-cliquesDonn�ees : Une collection d'ensemblesM d�e�nie sur JR�esultat : Un graphe �etiquet�e G = (M; E; �) correspondant au '-graphed�ebutMap T = new()
1 pour chaque M 2M faire
2 pour chaque x 2M faireC =M n fxg
3 Union = T :get(C)si Union 6= Nil alorsUnion = Union [ fxgT :put(C,Union)sinon
4 T :put(C,fxg)
5 (E; �) = CalculAretes(C)retourner G = (M; E; �)�n

Proposition 5
L'algorithme admet une complexit�e en temps en O(jJ j2 � jjMjj).

PreuveOn suppose que la structure Map est impl�ement�ee en utilisant un arbre lexicographiqueavec des objets de type List. La boucle de la ligne 1 ex�ecute jMj it�erations, tandis quela boucle de la ligne 2 ex�ecute jM j it�erations. L'a�ectation de la ligne 3 se fait en O(jJ j).L'insertion de la ligne 4 se fait �egalement en O(jJ j). Ainsi cette boucle de l'algorithmes'e�ectue en O(PM2M jM j � jJ j) = O(jJ j � jjMjj).La fonction CalculAretes (ligne 5 )a une complexit�e temporelle de O(jJ j2 � jjMjj).
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Donc la complexit�e globale de cet algorithme est O(jJ j2 � jjMjj).

�

Exposons maintenant un exemple d'ex�ecution de cet algorithme.
4.6 Exemple d'ex�ecution

Pour mieux illustrer cet exemple on repr�esentera le '-graphe, mais celui-ci n'a plus lieud'être.
Partons du '-graphe suivant :

u

u

u

u
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cefh

defh

aefh

befh

et le recouvrement qui lui est associ�e :i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13Ci:inter aef aeh afh efh bef beh bfh cef ceh cfh def deh dfhCi:union h f e abcd h f e h f e h f e
Dans la table ci-avant, i repr�esente le num�ero de la '-clique, Ci:inter la partie communeaux �el�ements de la '-clique Ci, et Ci:union les �el�ements qui di��erent.
Remarquons que les '-cliques C1, C2, C3 et C4 sont les quatre '-cliques auxquelles peutappartenir l'�el�ement aefh. C4, C5, C6 et C7 pour l'�el�ement befh ; C4, C8, C9 et C10 pourl'�el�ement cefh ; et C4, C11, C12 et C13 pour l'�el�ement defh.
Le '-graphe ci-dessus est la repr�esentation de la '-clique C4 puisque C4:inter repr�esenteles objets communs aux �el�ements aefh, befh, cefh et defh.
Si l'on souhaitait ins�erer un �el�ement dans le '-graphe, on doit traiter trois cas di��erentspour mettre �a jour le recouvrement :- le sommet ajout�e n'appartient �a aucune '-clique existante,- le sommet vient s'ins�erer dans une '-clique de taille 1,- le sommet vient s'ins�erer dans une '-clique de taille sup�erieure �a 1.
� Insertion d'un sommet n'appartenant �a aucune '-clique existante :
C'est le cas o�u le sommet ne contient aucun des Ci:inter. On doit alors ajouter quatrenouvelles '-cliques dans la table pr�ec�edemment d�e�nie.
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On souhaite ins�erer l'�el�ementM = gikl. Ni gik, ni gil, ni gkl, ni ikl ne d�e�nit le Ci:interd'une '-clique existante.
On cr�ee quatre nouvelles entr�ees dans le tableau telles que : 8x Ci:inter = M n fxg etCi:union = fxg : i 14 15 16 17Ci:inter gik gil gkl iklCi:union l k i gEt si on le repr�esente par le '-graphe associ�e, on obtient un sommet isol�e :
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cefh

defh

aefh

befh

gikl

� Insertion d'un sommet dans une '-clique de taille 1 :
Maintenant on ins�ere l'�el�ement M = gijk. On doit tester l'appartenance des sous-ensembles M n fxg (gij, gik, gjk, ijk) �a une '-clique existante. On trouve que gik est�egal �a C14:inter, donc on doit mettre �a jour cette '-clique en ajoutant M n fgikg = j �aC14:union et on cr�ee les trois autres '-cliques :i 14 18 19 20Ci:inter gik gij gjk ijkCi:union lj k i g
Et sur le '-graphe on ajoute l'arc (gikl,gijk) :
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cefh

defh

aefh

befh

gikl

gijk

� Insertion d'un sommet dans une '-clique de taille sup�erieure �a 1 :
En�n on souhaite ins�erer M = efhl dans ce '-graphe. Encore une fois on teste l'�egalit�eentre chacun des sous-ensembles M n fxg, 8x, avec les Ci:inter existants.
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efh = C4:inter, doncM appartient �a la '-clique C4, et on doit mettre �a jour le C4:unionavec M n efh = l :

i 4 21 22 23Ci:inter efh e ehl fhlCi:union abcdl h f e
Sur le '-graphe on doit rajouter toutes les arêtes de efhl vers les autres �el�ements de la'-clique C4 :
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cefh

defh

aefh

befh

gikl

gijk

efhl

4.7 Utilisation de la m�emoire
Premi�erement il est �evident que la matrice des distances doit être stock�ee en m�emoire etrequiert un espace m�emoire en O(jJ j2).
Concernant la strat�egie de contrôle de sommets, un arbre lexicographique impl�ement�eavec des objets de type Tableau est utilis�e. Le nombre de n�uds est clairement born�e parjjMjj et puisque chaque n�ud requiert un tableau de taille jJ j, cette strat�egie requiert unespace m�emoire en O(jJ j � jjMjj).
Pour la strat�egie de contrôle d'arêtes, aucun arbre lexicographique n'est utilis�e. Toute-fois la collection M doit être pr�esente en m�emoire, donc cette strat�egie requiert un espacem�emoire en O(jjMjj).
En�n, pour la strat�egie de calcul des '-cliques, l'arbre lexicographique est utilis�e avecdes objets de type Liste. Une telle impl�ementation requiert un espace m�emoire en O(jjMjj).MaisM n'est pas la collection stock�ee dans l'arbre. En e�et, pour chaqueM 2M, on stockeses jM j sous-ensembles de taille jM j � 1. Et puisque jM j est born�e par jJ j on conclut quecette strat�egie n�ecessite un espace m�emoire en O(jJ j � jjMjj).
En conclusion, on peut dire que, peu importe la strat�egie utilis�ee, il faut au moinsO(jjMjj) espace m�emoire. Mais on peut noter, d'apr�es la Propri�et�e 3, que tous les ensemblesdeM n'ont pas besoin d'être pr�esents en m�emoire en même temps. En e�et, siM = 'a;b(M 0),alors M et M 0 sont de même taille. L'id�ee est alors de faire une partition deM par rapport�a la taille des ensembles. Ainsi seuls les ensembles de même taille doivent être en m�emoireau même moment. Les calculs r�ealis�es pour ces ensembles sont compl�etement ind�ependantsdes calculs sur les ensembles de taille di��erente. On remarque que cette partition deM peut



4 Strat�egies de r�esolution 30
se faire avec une complexit�e temporelle en O(jjMjj), et un unique parcours de la collection.Ainsi le partitionnement ne change en rien la complexit�e globale des di��erentes strat�egies.

Une autre remarque est que, puisque les calculs par taille sont compl�etement ind�epen-dants, on peut facilement impl�ementer une version r�epartie de ces strat�egies. Ceci peut �even-tuellement acc�el�erer les calculs. On aura alors des sous-graphes du '-graphe ind�ependantsles uns des autres, puisque toute composante connexe ne relie que des sommets correspon-dant �a des ensembles de même cardinalit�e. En e�et, en partitionnant la collectionM par lesensemblesMt, correspondant �a la restriction deM aux �el�ements de taille t, on peut esp�ererainsi optimiser les calculs. Pour ce faire, on doit initialiser t matrices de distances, telles qued tM(a; b) = jMt
abj+ jMtabj. Les di��erents algorithmes prennent alors en param�etre l'ensembleM t au lieu de la collectionM compl�ete. Une fois les calculs r�ealis�es on met �a jour la matriced tM. En�n il reste �a additionner les t matrices d tM pour obtenir la matrice des distances dM.

4.8 Complexit�e du probl�eme Distance
On a vu pr�ec�edemment que le complexit�e de l'algorithme g�en�eral (cf. section 4.1) d�epen-dait de la complexit�e de l'algorithme CalculGraphe, dont on a pr�esent�e trois impl�ementationspossibles.
� M�ethode Contrôle de sommets :La complexit�e en temps de la m�ethode par contrôle de sommets admet une complexit�een O(jJ j2 � jjMjj). Ce qui donne la même complexit�e pour l'algorithme g�en�eral.
� M�ethode Contrôle d'arêtes :La complexit�e temporelle de l'impl�ementation par contrôle d'arêtes est deO(jMj�jjMjj).Donc l'algorithme g�en�eral a une complexit�e en O((jJ j+ jMj)� jjMjj).
� M�ethode Calcul des '-cliques :On rappelle que seule la liste des �etiquettes est n�ecessaire pour mettre �a jour la matricedes distances. On peut donc remplacer la fonction CalculAretes �a la ligne 5 de l'algorithmeCalcul des '-cliques, par une fonction CalculEtiquettes :

Algorithme 8: CalculEtiquettes(C)Donn�ees : Une collection d'ensembles C correspondant aux '-cliquesR�esultat : Un ensemble E correspondant aux �etiquettes des arêtes du '-graphed�ebutE  ;pour chaque C = (inter; union) 2 C fairepour chaque (a; b) 2 union faireE  E + (a; b)
retourner (E;E)�n

La complexit�e de CalculEtiquettes est en O(jJ j � jjMjj).
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Donc, si dans l'algorithme g�en�eral on utilise cette fonction CalculEtiquettes pour re-tourner les �etiquettes, au lieu du graphe G, la complexit�e totale est alors de O(jJ j � jjMjj).
Voici un r�ecapitulatif des di��erentes complexit�es obtenues pour r�esoudre le probl�emeDistance :

Algorithme Complexit�e temporelle Complexit�e spatialeContrôle de sommets O(jJ j2 � jjMjj) O(jJ j � jjMjj)Contrôle d'arêtes O((jJ j+ jMj)� jjMjj) O(jjMjj)Calcul des '-cliques O(jJ j � jjMjj) O(jJ j � jjMjj)
Fig. 11 { Tableau r�ecapitulatif des complexit�es

On en d�eduit que l'algorithme le plus e�cace en temps est celui par la m�ethode de calculdes '-cliques dans tous les cas. Cet algorithme atteint la complexit�e minimale �evoqu�ee �a lasection 2.3. Donc, si les mises �a jour se font par d�ecr�ementation de 1, calcul des '-cliquesest optimal.
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5 Sommets jumeaux

Les sommets jumeaux d'un graphe sont des sommets ayant un comportement sym�etriquevis �a vis de leur voisinage. Quel est le lien entre jumeaux d'un graphe et attributs clones ?
Rappelons d'abord que a et b sont clones si et seulement si dM(a; b) = 0

5.1 D�e�nitions
Soit G = (V;E) un graphe non orient�e.

D�e�nition 6
Le voisinage ou voisinage ouvert d'un sommet s est not�e V(s).
Le voisinage clos est not�e V[s] = V(s) [ fxg.

D�e�nition 7
Deux sommets a et b sont dits jumeaux s'ils ont les mêmes voisins. S'ils sont
adjacents on dit que ce sont de vrais jumeaux (caract�eris�e par V[a] = V[b]) ;
sinon on dit que ce sont de faux jumeaux (caract�eris�e par V(a) = V(b)).

On s'int�eresse ici plus particuli�erement �a la notion de vrais jumeaux.
On note que cette relation jumeaux est une relation d'�equivalence :n r�eexive : pour tout x 2 V : V[x] = V[x]. Un sommet a les mêmes voisins quelui-même.n sym�etrique : pour tout x; y 2 V : si V[x] = V[y] alors V[y] = V[x]. Si y a les mêmesvoisins que x, alors x a les mêmes voisins que y.n transitive : pour tout x; y; z 2 V : si V[x] = V[y] et V[y] = V[z] alors V[x] = V[z].Si x et y ont les mêmes voisins et si y et z ont aussi les mêmes voisins, alors x et z ont lesmêmes voisins, donc sont jumeaux.

5.2 Lien entre Jumeaux et Clones
On d�e�nit le probl�eme suivant :Probl�eme 5 : Recherche de sommets jumeauxEntr�ee : un graphe G = (V;E)Sortie : une partition P des sommets de G en classes de jumeaux



5 Sommets jumeaux 33
Exemple : G :

u

u

u
u

u
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ccccccccc

a

b

c

d

e

f

P = f(e; f); (b; c); (a); (d)g
Dans [Pau98], est propos�e un algorithme de calcul des sommets jumeaux, avec une com-plexit�e en temps en O(n+m), o�u n est le nombre de sommets, et m est le nombre d'arêtesdu graphe G. De même, dans [dM03], on trouve un algorithme de recherche de jumeaux dansun graphe, avec une complexit�e temporelle en O(n+m).
On rappelle le probl�eme de recherche des clones :Probl�eme 1 : D�etection des classes de clonesEntr�ee : F une famille d'ensemblesSortie : C1; :::; Ck les classes de clones de F

Proposition 6
Le probl�eme Recherche de sommets jumeaux et le probl�eme Calcul des classes declones sont �equivalents.

La preuve est donn�ee par les deux transformations suivantes :
5.2.1 Transformation #1

I'I R

?classes de clonesclasses de jumeaux
Y

Jumeaux Clones

?

?

Lemme 1
Soit un graphe G = (V;E). a; b jumeaux dans G () a; b clones dans E.
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Preuve du Lemme 1a et b sont jumeaux dans G = (V;E)., V[a] = V[b], 8x 2 V[a] : (a; x) 2 E et (b; x) 2 E, 8(x; y) 2 E on a 'a;b(fx; yg) 2 E, a et b sont donc clones dans E.

�

Corollaire 2
Dans les familles d'ensembles �a 2 �el�ements, les attributs clones peuvent être d�etect�es
en temps lin�eaire.

Preuve du Corollaire 2Il su�t de construire le graphe G = (V;F) et d'appliquer l'algorithme de [Pau98].
�

Corollaire 3a; b faux jumeaux dans G () a; b clones dans E et (a; b) 62 E.

Preuve du Corollaire 3Ceci vient du fait que les vrais jumeaux sont reli�es par une arête.
�

Corollaire 4
Un graphe est sans jumeau si et seulement si il n'y a pas de clone dans les arêtes.

Preuve de la transformation # 1
- Comment passer de I �a I' ?I correspond �a une instance du probl�eme Jumeaux, c'est-�a-dire un graphe G = (V;E),quant �a I', c'est une instance du probl�eme Clones, donc une famille F d'ensembles.On ins�ere dans F les ensembles MM 0 tels que e = (M;M 0) 2 E pour obtenir ainsi I'.Ensuite on calcule les clones sur cette collection.
- Comment retrouver les sommets jumeaux �a partir des classes de clones ?D'apr�es le Lemme 1, �a partir des classes de clones, on retrouve exactement les classes desommets jumeaux.

�

Exemple :Sur le graphe pr�ec�edent, si on construit I' on obtient : F = fab; ac; bd; cd; de; dfg. L'algo-rithme de recherche des clones donne les classes suivantes : C = ffag; fb; cg; fdg; fe; fgg. Et
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il est clair que sur ce graphe on retrouve bien b et c jumeaux ainsi que e et f .
5.2.2 Transformation #2

I'I=
? classes de clonesclasses de jumeaux

*

Jumeaux Clones

?

?

On d�e�nit Bip ta;b = (J n fa; bg; (Mab [Mab) \Mt;2)

Fig. 12 { Graphe biparti
1 correspond aux �el�ements tels que a 2M et b 62M2 correspond aux �el�ements tels que a 62M 0 et b 2M 0

On ne peut pas avoir d'�el�ements M 00 tels b 2 M 00 et a 62 M 00 avec V(M 0) = V(M 00). Ene�et, dans un tel cas, on a M 0 et M 00 qui ont les mêmes voisins et contiennent b tous lesdeux, or ce n'est pas possible puisque la collectionM ne contient pas de doublon.
On en d�eduit, pour les mêmes raisons, que sur ce biparti les classes de jumeaux ne peuventêtre que de taille 1 ou de taille 2.
Donc M et M 0 sont jumeaux si et seulement si M = 'a;b(M 0).

Lemme 2
SoitM une famille d'ensembles. 8M;M 0 2M avec M 6=M 0, M = 'a;b(M 0) () M
et M 0 sont jumeaux dans Bip ta;b.
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Preuve du Lemme 2� =) :M = 'a;b(M 0) et M 6=M 0) M nM 0 = fag et M 0 nM = fbg) M n fag =M 0 n fbg = inter) dans Bip ta;b : V(M) = inter et V(M 0) = interdonc M et M 0 sont jumeaux dans Bip ta;b� (= :M;M 0 2 (Mab [ Mab) \ Mt. Puisqu'ils sont jumeaux, on a V(M) = V(M 0) dansJ n fa; bg. De plus, jV(M)j = t� 1 car M 2 (Mab [Mab) \Mt et donc soit a 2M soitb 2M . Il en est de même pour M 0. Comme M 6=M 0 on a deux cas :1/ a 2M ) b 2M 0 ) M = 'a;b(M 0)2/ b 2M ) a 2M 0 ) M = 'a;b(M 0)

�

Corollaire 5a et b ne sont pas clones dansM() 9t et M 2 Bip ta;b et M n'admet pas de jumeau
dans Bip ta;b.

Autrement dit, dans Bip ta;b, toutes les classes de jumeaux sont de taille 2 et il n'existepas de M sans jumeau.
Preuve du Lemme 5� =) :Si a et b ne sont pas clones alors il existe un M dansM tel que 'a;b(M) n'est pas dansM. Donc M n'admet pas de jumeaux dans BipjM j

a;b (d'apr�es le Lemme 2).
� (= :SoitM 2 Bip ta;b un �el�ement qui n'a pas de jumeau dans Bip ta;b. alors, d'apr�es le Lemme 2,il n'existe pas de M 0 tel que M = 'a;b(M 0). Donc a et b ne sont pas clones.

�

Preuve de la transformation # 2
- Comment passer de I' �a I ?On produit 8a; b 2 J et 8t les graphes bipartis Bip ta;b. Puis on d�etecte les classes dejumeaux sur chacun de ces graphes.
- Comment retrouver les classes de clones �a partir de l'ensemble des sommets ju-
meaux ?On travaille par taille, c'est-�a-dire que les �el�ements inf�erieurs du graphe biparti sont tousde même cardinalit�e. D'apr�es le Corollaire 5, a et b sont clones si et seulement si, pourtout t, ils sont jumeaux dans (J n fa; bg; (Mab [Mab) \Mt;2).

�
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6 Conclusion

Nous avons pr�esent�e la notion de similitude (et sa notion duale de distance) entre deuxattributs et pos�e le probl�eme du calcul de cette mesure.
Dans un premier temps, sous l'hypoth�ese que seules des op�erations d'incr�ementation (oud�ecr�ementation) unitaire �etaient autoris�ees, nous avons montr�e que ce probl�eme ne pouvaitpas être r�esolue en moins que O(jJ j � jjMjj).
Une mod�elisation du probl�eme par '-graphe a �et�e propos�ee, nous permettant de ramenerce probl�eme �a celui du calcul du '-graphe associ�e (plus pr�ecisemment au calcul des �etiquettesdu '-graphe).
A partir de l�a, plusieurs strat�egies de calcul de ce '-graphe ont �et�e pr�esent�ees. La meilleured'entre elles admet une complexit�e en O(jJ j�jjMjj). Elle est donc optimale sous l'hypoth�esede l'incr�ementation unitaire.
En�n, nous avons montr�e le lien qui existe entre la notion de sommets jumeaux d'ungraphe et celle d'attributs clones.
Nous pourrions alors nous interroger sur l'existence d'un algorithme e�cace de calcul desclasses de clones. La premi�ere id�ee �etant de ne pas avoir �a calculer la matrice des distances.La seconde r�esidant dans le fait que les algorithmes pr�esent�es ne permettent que des d�ecr�e-mentations unitaires, pourrait-on alors optimiser par une d�ecr�ementation par paquets ?
On a montr�e que a et b sont jumeaux dans un graphe si et seulement si a et b sont clonesdans les arêtes. On pourrait alors g�en�eraliser la notion de jumeaux dans les hypergraphesavec une algorithmique e�cace associ�ee. Ceci permettrait de proposer une nouvelle fa�conde r�eduire les hypergraphes. Actuellement, �a ma connaissance, il n'y en a que deux : sup-pression de sommets pendants (un sommet n'appartient qu'�a une hyperarête) et suppressiond'hyperarêtes incluses (pour obtenir un hypergraphe simple).
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